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Resumen 
En este trabajo se estudian las leyes de decaimiento para sistemas Harniltonianos 
cuasiligados, cuya dinbnica transitoria es completamente c&tica pero no necesaria- 
mente complet amente hiperb6lica. 
En la Introducci6n efectuamos una revisi6n de 10s conceytos fundamentales asocia- 
dos con estos sistemas, como asi tambihn e m c a r n o s  nuestro andisis dentro de 10s 
liltimos avances relacionados con el estudio de 10s fen6menos de decaimiento y dis- 
persi6n cabtica. 
En el Capitulo 1 introducimos el Pozo de Sinai, sistema que utilizaremos como mode- 
lo, estudiando 10s aspectos m& relevantes de su dinhica. El conjunto invariante de . 
este sistema puede ser complet amente hiperb6lico o incluir un subconjunto de 6rbitas 
peri6dicas parab6licas de acuerdo a1 valor de un simple parhetro. 
El Capitulo 2 constituye el desarrollo de un formalis~no novedoso que permite, a 
travCs del empleo de propiedades de la teoria ergbdica, vincular la ley de decaimiento 
para un dado sis tema Hamil t oniano con dist ri buciones int ernas que caract erizan la 
diniimica. Dernostramos la influencia que poseen 1as distribuciones internas en la ley 
de decaimiento final, utilizando diferentes distribuciones de prueba, que conducen 
a comportamientos marcadamente distintos en las leyes de decaimiento. Se est u- 
dia numkricamente el decaimiento en el Pozo de Sinai, a partir de una poblaci6n de 
equilibrio, most rando que la ley de decaimiento present a dos comport amientos bien 
diferenciados de acuerdo a1 valor del pariimetro mencionado previamente. 
El estudio analitico de la ley de decaimiento se realiza en el Capitulo 3, posterior- 
mente al anilisis de la relaci6n que existe entre nuestro sistenla y el Gas de Lorentz 
Peri6dico que resulta ser la versi6n extendida del billar de Sinai. 
El Capitulo 4 esti dedicado al estudio del problema de decaimiento en muchas di- 
mensiones, obtenihndose como resultado relevante e inesperado la independencia del 
comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento con el nGmero de dimen- 
siones. 
En el Capitulo 5 se efecttia una revisicin de 10s conceptos fundamentales del proceso 
de dispersi6n cacitica. Empleando un enfoque que permite entender a 10s procesos de 
dispersicin como procesos de decaimiento en 10s cuales el espacio de fases se puebla 
con una distribucicin particular, extendemos en el Capitulo 6 el formalismo implemen- 
tad0 en el Capitulo 2 para eicontrar la ley de decaimiento asociada a 10s procesos 
de dispersibn. En el caso de que el conjunto invariante posea un subconjunto de 
cirbitas peribdicas parabblicas, demostramos que la ley de decaimiento a tiempos lar- 
gos para el problema de dispersicin es algebraica difiriendo el exponente en uno con el 
hallado en el estudio del problema de decaimiento a partir del equilibrio. Asi mismo 
estudianios la influencia de la estructura interna del co~junto invariante atrapado 
en 10s observables caracteristicos de estos procesos como la funci6n de dispersibn y 
la distribuci6n de tiempos de retardo, encontrando en 10s mismos comportamientos 
marcadamente distintos dependiendo de que el conjunto invariante sea o no comple- 
tamente hiperb6lico. 
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Int roducci6n 
La obtencibn de informacibn sobre la dinAmica interna de 10s sistemas complejos a 
t ravks de cantidades plausibles de ser determinadas experiment alment e cons t i t uye un 
gran avance tanto dentro de la fisica lineal como no lineal. 
M& all& del interks por establecer la conexi6n entre lo "medido" y lo "estimadon, 
esti la posibilidad de entender cada vez m& las estructums no triviales del espacio 
de fases, muchas de las cuales son basta hoy completamente desconocidas. 
En la 6ltima dhcada ha existido mucho inter& en la clasificacibn del movirniento de 
un sistema como cdtico o no cdtico utilizando modelos Hamiltonianos simples. 
Los procesos de decaimiento y dispersibn suelen dar informacicin sobre las carac- 
teristicas internas de un sistema. Por lo tanto una cuestibn importante es entender 
c6mo un sistema finito, una vez excitado, decae. Si bien esta cuesti6n esti casi re- 
suelta a nivel cuiintico, desde el punto de vista puramente cliisico constituye un tema 
poco explorado. 
El presente trabajo pretende avanzar en este sentido a travks del estudio de 10s pro- 
cesos de decaimiento en sistemas Hamiltonianos cl&icos cuasiligados. 
Para comprender que significa un sistema cuasiligado deberemos referirnos previa- 
mente a 10s sistemas ca6ticos. No es nuestra intenci6n efectuar aqui una definicicin 
formal de sis terna ca6t ico, ya que consideramos que exis ten actualmente nulnerosos 
textos de dinimica no lineal que abordan el tema desde enfoques muy rigurosos (ver 
por ejemplo [I, 21). Creeemos que para el desarrollo de este trabajo alcanza con enfa- 
tizar algunos conceptos biisicos que resultarb relevantes para una mejor comprensi6n 
del mismo. Aqui adaptaremos a 10s sistemas Hamiltonianos, la definicicin de sistema 
cabtico que se da en el libro de Wiggins [I], con una pequeiia modificaci6n referente 
a la estabilidad del conjunto invariante. 
Un sistema que manifiesta sensibilidad a las condiciones iniciales en un conjunto cer- 
rado invariante A se denomina ca6tico. El conjunto invariante esti conformado por 
un nlimero infinito de 6rbitas periaicas con periodos arbi t rariamente grandes. 
La definici6n anterior se aparta levemente de la formulada por Wiggins en la que l a  
6bitas peri6dicas atrapadas son todas inestables. 
Nosotros'diremos que en caso de que se satisfaga esta 6ltima condicibn, o sea que 
el conjunto A sea completamente hiperbdico, el sistema presenta caos duro. El 
mecanismo de Smale, el cual se discute ampliamente en las referencias citadas, gen- 
era el mapa prototipo cuyo conjunto invariante resulta completamente hiperbcilico. 
Este conjunto invariante posee estructura fractal, medida de Lebesgue cero y es un 
conjunto de Cantor. 
Por otra parte, una gran cantidad de sistemas Harniltonianos investigados en la liter- 
atura poseen dinimica mixta, o sea un espacio de fases en el cual coexisten regiones 
regulares (islas de estabilidad) inmersas en un mar ca6tico. El mapa standar es el 
paradigma de esta clase de sistemas [3]. Claramente aqui el conjunto invariante no 
posee medida nula (debido al kea  finita de las regiones de estabilidad). 
Como tercera categoria se encuentran aquellos sistemas que siendo completarnente 
ca6ticos (no presentan regiones regulares) no exhiben caos duro, ya que el conjunto 
invariante no es complet amente hiperbcilico. En otras palabras, el conjunto atrapado 
posee ademis de 6rbitas peri6dicas inestables un subconjunto de 6rbitas peri6dicas 
parab6licas (levemente inestables pero no aisladas) [4]. 
Del aniilisis anterior se desprende, que una forma de clasificar el grado de "caoticidad" 
de un sistema es a travis de la estructura del conjunto in~ariante. La misma mues- 
tra caracteristicas diferentes segiin corresponda a un sistema que presenta caos duro, 
diniimica rnixta o es completamente ca6tico pero no completamente hiperbcilico. 
El estudio del conjunto invariante de 6rbitas atrapadas resulta de gran relevancia 
cuando en un sistema Hamiltoniano se pueden desarrollar mecanismos que permiten 
La eliminaci6n de puntos del ;spacio de fases de una dada regi6n de interhs, ya que 
el conjunto invariante corresponderi a aquellos puntos cuyas vidas medias resultan 
infinitas. Es por esta raz6n que en la literatura se conoce al conjunto invariante como 
repelor cabtico, ya que todas las trayectorias finalmente escapan de su vecindad. 
Los mecanismos de escape se generan por ejemplo en 10s procesos de dispersicin [5],  
disociaci6n o decaimiento espontheo [6]. 
Una vez entendidas las caracteristicas fundarnentales del conjunto invariante atra- 
pado, definiremos un sistema cuasiligado como aquel tal que su dinilmica puede estar 
restringida temporalmente a una regi6n del espacio de fases en la cual existe un 
conjunto infinito de 6rbitas peri6dicas inestables, para luego manifestar un compor- 
tamiento no ligado. La transicibn entre el movirniento ligado y el no ligado es lo que 
definimos como el proceso de decaimiento. 
En un sistema integrable las constantes de movimiento establecen barreras que res- 
tringen la d inb ica  a regiones definidas del espacio de fases no existiendo ningiin 
mecanismo de transporte que permita la transicicin del movimiento ligado al no liga- 
do. 
Los trabajos hasta ahora realizados en el marco del andisis de 10s procesos de de- 
caimiento en sistemas ca6ticos se basan generalmente en el estudio del conjunto in- 
variante. En otras palabras se infieren propiedades del tip0 de ley de decaimiento 
observada o posible de ser observada a travh del estudio de la estructura de la regi6n 
atrapada del espacio de fases [7, 8, 91. 
Una de las dificultades mayores que presenta este andisis es que exige, ya sea el 
conocimiento detallado del conjunto invariante o el generar un modelo que permita 
describirlo. 
Queda claro que resultaria interesante invertir el enfoque anterior, y 6sto es parte de 
lo que haremos en el presente trabajo. El vincular la ley de decaimiento con distribu- 
ciones que dependen de la dinimica interna, nos permitiri inferir informaci6n sobre 
la estructura del espacio de fases a partir de la observaci6n de la ley de decaimiento 
asociada. 
En un trabajo del aiio 1990 Bauer y Bertsh [6] concluyeron, a partir de simulaciones 
numCricas desarrolladas sobre un sistema cuya dinknica podia variar de regular a 
cdt ica (no mixta), dependiendo de la elecci6n de un p a r h e t r o  de control, que una 
ley de decaimiento puramente exponencial estaba relacionada con el regimen cdtico, 
mientras que una ley algebraica de decaimiento se obtenia cuando la dinzhica era 
regular. El decaimiento en el sistema anterior se efect6a a travCs de un orificio en 
el espacio de configuraciones (son billares con una pequeiia ventana) que permite el 
pasaje de particulas de la regicin ligada al exterior (no ligada). Si bien este trabajo 
significcj la primera aproximaci6n a la idea de clasificar el grado de no integrabilidad 
de un sistema a trav6s de su ley de decairniento, poco tiempo despues se demostr6 que 
la observacicjn anterior no era concluyente, en el sentido de que la vinculaci6n entre 
ley de decaimiento y tip0 de din61nica no result6 univoca. A mod0 de ejemplo en la 
referencia [lo] se encontr6 para el billar circular una ley de decaimiento exponencial 
siendo este sistema completamente regular. 
Por otra parte, en el trabajo de Hillermeier et al. del 60 1992 [9] se estudi6 el de- 
caimiento de un sistema ca6tico en el que se prob6 analiticarnente la no existencia 
de islas de estabilidad y se encontr6 una ley algebraica de decaimiento. $to result6 
concluyente para demostrar la existencia de sistemas completamente caiiticos (o sea 
que no poseen d i n h i c a  mixta) cuyas leyes de decaimiento pueden ser no exponen- 
ciales. 
Como demostraremos en nuestro trabajo, el comportamiento ex~onencial de la ley de 
decaimiento estarli vinculado d carkter hiperbhlico del conjunto invariante de cirbitaa 
peribdicas, mientras que para sistemas completamente cabticos, pero no completa- 
mente hiperbblicos, la ley de decaimiento manifestari una transici6n de exponencial 
a algebraica para tiempos largos. 
Como se mencion6 previamente, entendemos el decaimiento como la transici6n en- 
tre d inh ica  ligada-no ligada. Esto nos permitiri englobar a 10s fendmenos de de- 
cairniento espontheo y de dispersi6n ca6tica como procesos que difieren esencialmente 
en la forma de pobla inicialmente el espacio de fases. Si bien esta observacibn fue 
efectuada originalmente por Pikovsky [ll], en el presente trabajo se formalizarli cuan- 
titat ivamente la relaci6n entre ambos fen6menos. 
El sistema que elegimos como modelo para nuestro estudio es el Pozo de Sinai, que 
presenta gran analogia con el billar del mismo nombre [12]. El conjunto invariante 
atrapado de nuestro sistema coincide con el del billar, habikndose probado formal- 
mente para 6ste las propiedades de ergodicidad y mezclado (mixing) que caracterizan 
a 10s sistemas cornpletamente cabticos. 
El Capitulo 1 estS dedicado a una descripci6n exhaustiva de la diniimica en el Pozo 
de Sinai, raz6n por la cual aqui nos detendremos linicanlente en la descripci6n de 
las caracteristicas del conj unto invariante. Este puede ser completamente hiperb6lico 
(todas sus 6rbitas peri6dicas resultan inestables y aisladas) o puede poseer un subcon- 
junto parab6lico de 6rbitas peri6dicas no aisladas de acuerdo al valor de un simple 
pariimetro de control. En el primer caso la ley de decaimiento seri exponencial, 
mientras que en el segundo manifestari la transici6n mencionada de exponencial a 
algebraica para tiempos largos. 
Si bien existen numerosos fenbmenos fisicos en 10s cuales el billar de Sinai puede em- 
please como modelo simple para describirlos (por ejemplo nucleones a bajas energias 
confinados dentro de un nlicleo en donde el movirniento estd gobernado por el po- 
tencial obtenido en la aproximaci6n de campo medio), en el dtimo par de aiios el 
estudio tdrico de la dinimica en este tip0 de billares ha adquirido relevancia para 
las aplicaciones experimentales. 
A mod0 de ejemplo y para concluir con la presente introduccibn mecionaremos que 
dentro de la fisica de materia condensada, recientemente, se han llevado a cab0 
experimentos sobre rnedici6n de conductancia en microestructuras de conductores 
mesosc6picos [13]. Bajo ciertos regimenes estos conductores pueden ser considerados 
como balisticos (se desprecian las colisiones con las impurezas del material en com- 
paraci6n con las colisiones con la propia microestructura) y son modelados por billares 
con una geometria regular (por ejemplo una cavidad cuadrada o circular). Cuando 
Ias cavidades son dopadas con impurezas y bajo cierta geometria, hstas pueden ser 
representadas por un billar como el Sinai, siendo la dinhiica asociada cdtica. A1 
inyectar particulas dentro de la cavidad, las particulas rebotan elkticamente dentro 
de la misma para finalmente escapar. Este es un tipico ejenlplo de un proceso de dis- 
persi6n. En el caso de que la dinimica interna sea cabtica corresponderi a1 fen6meno 
de dispersi6n cabtica que estudiaremos en detalle en el Capitulo 5 de este trabajo. 
Bajo ciertas condiciones, el tiempo de escape puede ser considerado una cantidad pu- 
rarnente clbica que puede obtenerse por simulaciones de las ecuaciones de movirniento 
[14]. La distribucibn de tiempos de escape para las diferentes particulas se mide ex- 
perimentalmente y manifiesta caracteristicas marcadmente diferentes dependiendo 
si la diniimica en la cavidad es regular (sin impurezas) o cacitica (con impurezas). 
La mnedici61 de conductancia en la microestructura es sensible a la distribucibn de 
tiempos de escape, mostrando que un proceso de dispersi6n cacitica clisico tiene con- 
secuencias experiment almente medi bles. 
Capitulo 1 
El Sistema 
Este capitulo estari dedicado al anilisis del sistema que elegimos como modelo y a 
la dinimica asociada. 
En la primera secci6n comenzaremos efectuando una breve descripcibn del pozo 
cuadrado en dos dimensiones para luego abocarnos al estudio del Pozo de Sinai. 
El Pozo Cuadrado Bidimensional 
Co~lsideremos una particula puntual de masa unidad en un pozo de potencial cuadrado 
bidimensional. Sean -Vo (Vo > 0) y a la profundidad y ancho del pozo respectiva- 
mente. De acuerdo a1 valor de la energia E = p2/2 - I/o distinguiremos tres tipos de 
movimientos posibles : 
a) E < 0. 
El movimiento es ligado, pernianeciendo la particula atrapada dentro del pozo. La 
dirliimica es la de una particula dentro de una caja cuadrada rebotando elhticamente 
en las paredes. En este caso el sistema se comporta como tur billar. 
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b ) O L E < K , .  
Como verenlos en este caso, a diferencia de lo que sucede para sistemas de un 
grado de libertad, la condicibn E > 0 resulta ser necesaria per0 no suficiente para 
tener movirniento no ligado. A 10s efectos de establecer la condicibn accesoria que 
se debe satisfacer para que el movirniento resulte no ligado, consideremos ahora el 
potencial V ( x ,  y) definido por: 
-I& s i x > O y y > O ,  
V(z1y) = 
0 en otro caso . 
y supongamos que la particula incide desde la regi6n I y arriba a x = 0 en el punto A 
formando .un iingulo t,bi con la normal ii en A ( ver fig. 1). Establecere~rios bajo qu6 
condiciones la particula puede accceder a la regi6n I I  utilizando la conservaci6n de 
la energia y de la compouente pp del momento (dado que no existen fuerzas aplicadas 
en esa direccibn). Por lo tanto se verifican las siguientes igualdades 
esto es 
pl sin +; = pzz sin a , (1-3) 
De lo anterior se deduce que pzz < pz y por lo tanto t,bi < a. Dado que el miximo 
valor de a es 7r/2, para una dada energia existe una cota superior para el valor de +; 
que resulta compatible con las condiciones (1.2) y (1.3) y que denominaremos +I;,. 
Por lo tanto en estas condiciones de la relacibn (1.3) obtenemos 
PII  sin +lim = - , 
PI 
CAPI'TULO 1 .  EL SISTEMA 
implicando la relaci6n (1.2) la definici6n 
sin 2/)lim = Jm' 
la part icula es perfectamente reflejada y no puede penetrar en la regi6n 11. 
Todo este aniilisis es aniilogo a1 efectuado en 6ptica geomktrica para determinar 
la condici6n de reflexi6n total en la interfase de dos medios rnateriales con distinto 
indice de refraccicin. 
En caso que la particula haya sido reflejada en A, supongarnos que ahora arriba 
a el punto B situado en y = 0 (ver fig. 2). Evidenternente para obtener una segunda 
reflexibn necesitamos que se satisfaga la siguiente relaci6n 
I P I ,  I > sin . 
PI 
Las dos relaciones prececlentes pueden agruparse en la siguiente 
I pi I 
-> sin 
P 
siendo i = x, y las dos componentes cartesianas del mornento p'. 
La relacibn (1.8) es la condicibn accesoria que determina el movimiento ligado 
dentro del pozo cuadrado a h  cuando la energia total de la particula sea mayor que 
cero. 
Notar que la condici6n E 5 & es necesaria de forma de que resulte menor 
que n/4 y puedan satisfacerse las relaciones (1.6) y (1.7) simultineaniente. En caso 
de no satisfacerse alguna de ellas la particula abandonari el pozo a lo sumo en dos 
rebotes. 
Teniendo en cuenta que p = pr = de la relacih (1.6) obtenemos 
Por otra parte, de (1.7) obtenemos 
pero E = (p,2 + py2)/2 - V, lo cual implica que 
La conser.vaci6n de I pi I mientras la dinimica es aniloga a la de un billar implica 
una distribuci6n de energia inalterable entre 10s dos grados de libertad del sistema 
de forma que si se satisface la relaci6n (1.11) el movirniento es siempre ligado a h  
cuando E > 0. 
c) E > V,. 
El movimiento es no ligado. 
En nuest ro est udio nos restringiremos a1 caso b). 
El Pozo de Sinai 
Como se seiial6 a1 concluir la seccicin anterior la conservaci6n del m6dulo de las compo- 
nentes del momento p'establece una distribuci6n de energia fija entre 10s dos grados de 
libertad. Esto introduce en el espacio de fases dos regiones disjuntas, una correspon- 
diente a1 movimiento ligado (billar) y la otra a1 movimiento no ligado (regi6n libre). 
Un punto del espacio de fases que se encuentre en la regi6n libre/billar permaneceri 
siempre en esa regi6n para un dada energia, siendo esta propiedad caracteristica de 
CAPiTULO 1. EL SISTEMA 
10s sistemas integrables. 
La idea es generar alg6n mecanismo que permita el pasaje de puntos del espacio de 
fases de una regi6n a otra, en particular de la regi6n de billar a la regi6n libre. En 
otros tdrminos permitir la redistribucibn de la energia e~ltre 10s dos grados de liber- 
tad de forma que la condicibn (1.8) pueda llegar a no satisfacerse, producidndose el 
decaimiento. 
Una forma de proveer el mecanismo de redistribucihn de la energia es colocando en 
el centro geomktrico del pozo cuadrado una barrera circular infinita de radio R < a /2 .  
Esto elimina la condici6n I p; I= cte, en otra palabras la condici6n (1.8) puede dejar 
de satisfacerse luego de cada colisi6n con el centro disperser circular. Como resultado 
del choque existe una redistribucibn de la energia entre 10s dos grados de libertad que 
podria llegar a generar una transici6n desde la regi6n de billar a la regi6n libre. 
Nuestra particula dentro del pozo puede interpretarse como una versi6n simplificada 
de un n6cleo compuesto que teniendo suficiente energia disponible para decaer no lo 
hace hasta que su energia haya sido convenientemente redistribuida. 
A1 sistema descripto lo denominamos Pozo de Sinai, por su analogia con el Billar de 
Sinai [12] en donde el pozo cuadrado es infinito, o sea representa un billar real. 
Para todo nuestro anilisis consideraremos a  (lado del pozo cuadrado) como unidad 
de longitud. Teniendo en cuenta que d m '  es el m6dulo de la velocidad dado 
que la masa es uno, el cociente a /  tiene unidades de tiempo, por lo tanto 
podemos tomarlo como la unidad de tiempo de mod0 que la h i c a  dependencia con la 
energia E es a travks de la condici6n (1.5). Esta elecci6n implica I p' I= 1 sin phrdida 
de generalidad. 
Para el estudio de la d inh ica  las secciones de Poincark [I, 21 son muy irtiles ya que 
10s lirnites entre la regibn de billar y de movirniento libre son lineas rectas definidas 
por el valor de sill I),;,,, (1.6). Conlo es usual para billares [15, 161 se grafica ua puuto 
en la secci6n cada vez que la particula choca contra el contorno del billar. La or- 
denada es el valor de la velocidad tangential vt = cos0 y la abscisa la distancia I 
sobre el contorno medida en sentido antihorario desde a l d n  origen que se toma como 
referencia (por ejemplo un virtice del cuadrado) hasta el punto correspondiente al 
rebote. Cuando el sistema representa un billar real (G -, oo 6 E < 0) la dintimica 
puede ser descripta por una mapa conservativo sobre el cilindro (definido por vt y 
l ) ,  pero cuando es finito existirh puntos mapeados desde la regi6n de billar a la 
regi6n libre escapando las trayectorias asociadas hacia el infinito. 
El sistema estudiado presenta estrecha conexi6n con 10s billares con agujeros en 10s 
contornos (en especial con el sistema estudiado en [6] ) ,  esto es en el espacio de con- 
figuraciones, a travis de 10s cuales las particulas pueden escapar del billar. 
En nuestro caso la condicicin (1.8) introduce agujeros en el espacio de momentos. 
La fig. 3 rnuestra el espacio de momentos y 10s menciouados agujeros. El momento 
de la particula est i  representado por uu punto en la circunferencia de radio unidad 
(recordar que ) p' )= 1 ). En este espacio, las colisiones con el centro dispersor pueden 
ser vistas como un mapa de la circunferencia sobre si misma. Si un punto en la cir- 
cunferencia es mapeado tal que su momento final cae en un agujero (esto es I p, I o 
I p, I menores que sin $[;, ) la particula abandonari la regi6n de billar. 
Dado que el Billar de Sinai es completamente erg6dico y cabtico [12], es de esperar 
que en nuestro sistema para un conjunto de condiciones iniciales en la regi6n de billar 
la medida de Lebesgue (longitud) del conjunto asintbticamente invariante sea cero 
a h  cuando son introducidos 10s agujeros en el espacio de momentos. 
Capitulo 2 
Leyes Temporales Decaimient o 
Este capitulo estari dedicado a1 estudio de la ley de decaimiento establecikndose la 
vinculacibn que existe entre la misma y la dinbica interna del sistema. En lo que 
sigue nos referiremos al decaimiento de un sistema poblado inicialmente con una 
r distribucibn mmiocan6nica, para m& adelante adaptar 10s resultados que aqui se 
I. 
deriven a1 estudio del problema de dispersi6n. 
2.1 Estudio NumGrico del Decaimiento 
En esta secci6n presentamos 10s resultados del estudio num6rico de la fracci6n de 
poblacibn N(t ) /No  dentro del Pozo de Sinai en hmncin del tiempo t .  Comenzamos 
con NO = lo6 particulas cuyas condiciones iniciales son al azar en la regibn de billar, 
&to es a1 azar en el espacio de configuraciones y con la obvia restricci6n de no poblar 
10s agujeros del espacio de momentos. 
La fig. 4 muestra N ( t ) / N o  como funcibn de t para diferentes valores del radio R del 
centro dispersor. En todos 10s casos tomamos el cociente Vo/E = 20. 
Se observan dos comportamientos bien diferenciados, concluy6ndose que existe un 
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valor particular R, del radio del dispersor circular que 10s separa. En un caso, cuando 
R > R,, el decaimiento es exponencial exp -At para todo tiempo, mientras que en 
el segundo caso, para R < R,, el decaimiento es exponencial para tiempos cortos y 
presenta un comportamiento algebraico, &to es - 1 JtT con y = 1, para t + oo. 
La fig. 5 muestra 10s exponentes X obtenidos a travhs del mejor ajuste exponencial 
como funci6n de R . Para R < R, se ajust6 linicamente la parte correspondiente a1 
comportamiento exponencial inicial. 
Leyes Temporales y Dinkica interna 
El objetivo principal de esta secci6n es obtener la ley temporal de decaimiento en 
tkrmino de distribuciones caracteristicas de la d inhica  interns del sistema. Suponga- 
mos que inicialmente tenemos No particulas distribuidas de acuerdo a la distribuci6n 
microcar16nica en la regi6n de billar. Sea n ( t )  = -dN/dt el n6mero de particulas 
que abandona el pozo en un interval0 de tiempo entre t  y t + dt. Sin pQdida de 
generalidad podemos escribir 
donde ni ( t )  es el nliniero de particulas que abandona el pozo despuks de i rebotes 
contra el cent ro dispersor. 
Asi mismo definimos w < 1 como la probabilidad de que una particula transite de la 
regi6n de billar a la regi6n libre luego de una colisicin con el centro circular. Podemos 
evaluarla usando la teoria erg6dica como el cociente entre todas las orientaciones del 
momento en la regi6n libre y todas las orientaciones posibles del lnolnento. 
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Definiremos a continuaci6n dos distribuciones que s e r h  caracteristicas de la dintimica 
interna del sistema. 
La distribucicin g(t)dt representa la fracci6n de particulas cuya primera colisi6n con el 
centro dispersor ocurre entre t y t +dt y la distribucibn f (t )dt corresponde a la fracci6n 
de particulas cuyo tiempo entre dos colisiones sucesivas con el centro dispersor est& 
entre t y t + dt. Esta iiltima distribucicin es equivalente a la distribucibn de camino 
libre dado que I p' 1 = const.. 
A partir de las definiciones precedentes podemos escribir 
Si a la expresi6n anterior le calculamos su transformada de Laplace, enlpleando 
la notacicin L[n(t)] = ii(s) obtene~nos 
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Definierido por comodidad 
obtenemos 
teniendo en cuenta que en nuestro sistema se verifica (ver Aphndice A) 
de tal forma que 
finalmente obtenemos 
Por lo tanto para conocer Q(t ) , tendremos que antitransformar (2.9). 
Antes de concluir esta secci6n realizaremos algunos comentarios acerca de las hip6tesis 
involucradas en las relaciones (2.3). A1 escribir las convoluciones entre las distribu- 
ciones g(t)dt y f (t)dt estamos suponiendo que para todo tiempo (incluso tiempos 
cortos) la distribuci6n f( t )  es funci6n linicamente del interval0 de tiempo transcu- 
rrido entre dos choques sucesivos, en otras palabras postulamos que existe p6rdida 
instanthea de memoria despuis de cada colisi6n con el centro dispersor. MAs adelante 
volveremos sobre este punto a1 estimar el grado de dependencia con esta suposici6n 
de nuestros resultados finales. 
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2.3 Distribuciones Prueba 
De forma de establecer las caracteristicas relevantes de las distribuciones internas 
con respecto a la ley de decaimiento, efectuaremos un cilculo explicit0 de (2.9) uti- 
lizando cuatro distribuciones prueba g( t ) ,  tres de las cuales conducen a funciones 
antit ransformadas de Laplace Q ( t )  bien conocidas. 
Supongarnos que g ( t )  es una funci6n escal6n. 
siendo u ( t )  la funci6n de Heaviside y To su ancho. La distribuci6n propuesta implica 
que para 0 < t  < To la tasa de colisiones es constante, mientras que en t  = To 
todav las particulas colisionaron con el centro dispersor. A partir de la relaci6n (2.7) 
obtenemos la funci6n f (t) para la distribuci6n g( t )  propuesta: 
f ( t )  = s ( t  - To) (2.1 1 )  
esto es la funci6n delta, o sea que el tiempo entre dos colisiones sucesivas es constante 
e igual a To para todas las particulas. Por lo tanto en este caso el tiempo medio entre 
colisiones es igual a To. 
Las distribuciones anteriores conduce11 a 
a yartir de lo cual 
siendo [tl/To] la parte entera de tf /T0. Por lo tanto denominando n = [t/To], obtene- 
mos 
y efectuando la suma encontramos 
- 1 - exp 
donde utilizando (2.5) se llega a 
2.3.2 Funci6n Escalonada Geomhtrica 
Aqui supondremos que g( t )  es una serie de funciones escal6n cuyas alturas decrecen 
geomktricamente. 
con C = (1 - a o ) / &  y a0 < 1 .  
En el caso presente obtenemos 
Por lo tanto, usando 10s resultados precedentes llegamos a 
ln[l - w(l  - ao)] 
= exp [ x t ]  . To 
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2.3.3 Funci6n Exponencial 
En este caso proponemos que g(t)  sea una funci6n exponencial 
Es f&cil cornprobar que To es el tiempo medio entre colisiones. Transformando Laplace 
y sustituyendo la expresibn anterior en (2.9) obtenemos, 
-- N ( t )  - exp (-wt/To) . 
No 
2.3.4 Funcihn Escalonada Algebraica 
Para coucluir con rluestro an61isis propouemos que ahora y ( t )  sea una serie de fun- 
ciones escalbn donde las alturas de 10s escalones decrecen de acuerdo a una ley alge- 
braica, 
Aqui, C(7) = xgI l / j 7  es la funcibn de Riemann. Por lo tanto obtenemos 
W [ l  - exp (-Tos)]C exp (Tos) (2.24) 
Q(S)  = (To((7)s2) 11 + (1 - w ) [ ( l -  exp (-Tos))Z exp ( T b )  - 11) ' 
donde C 3 Cg, exp (-Tas j ) /  j? La antitransformada de Laplace de (2.24) no 
es analitica, por lo que deberemos antitransformar numiricamente. Comenzaremos 
estudiando el comportamiento para tiempos cortos, tomando el limite t -t 0 ( s  -t 00). 
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por lo tanto bajo este limite (2.24) se transforma en 
3 9  - exp [ l n ( l  - W) 
No To 
esto es un decaimiento exponencial. 
Con el objeto de estudiar el comportamiento para tiempos largos tomarnos el limite 
t  + oo ( s  + 0). Por razones que quedarin justificadas m& adelante, nos restringire- 
mos a y = n enteros mayores o iguales que 2. Para comenzar, reemplazamos la suma 
C por la integral 
y usando la identidad [17] 
en el nurnerador y denominador de (2.24) obtenemos para el limite s -, 0, 
La expresi6n anterior conduce a 
o sea una ley de decaimiento algebraica. 
De lo expuesto anteriormente concluimos que las distribuciones g ( t )  que decrecen ex- 
ponencialmente o rnL r e d o  conducen a leyes de decaimiento exponenciales, mien- 
tras que las distribuciones g ( t )  que decrecen algebraicamente dan lugar a leyes de 
CAPi'TULO 2. LEYES TEMPORALES DE DECAIMIENTO 
decaimiento que manifiestan para tiempos cortos un comportamiento exponencial 
que se transforma en una ley algebraica para tiempos largos. 
Las observaciones precedentes pueden formalizarse estudiando el tkrmino dominante 
(s + 0) de la relaci6n (2.9) y antitransformando Laplace. De esta forma podemos 
vincular el comportamiento a tiempos grandes de la ley de decairniento N(t)/No con 
la distribucibn g(t)dt, 
N(t) - 'd g(tt)dtt . 
tl=O 
La expresibn (2.32) resulta consistente entonces con que para un decrecirniento expo- 
nencial de g(t) la ley de decaimiento a tiempos largos manifieste un comportamiento 
exponencial, mientras que para g(t) con cola algebraica (del tip0 l / P )  el decaimiento 
sea a tiempos largos algebraic0 con exponente p + 1. La conclusibn anterior esti  
intimamente relacionada con el fencimeno de difusicin an6mala que tiene lugar en el 
Gas de Lorentz Peribdico cuando el horizonte es infinito y que conduce a una cola alge- 
braica para tiernpos largos en la funci6n de autocorrelaci6n de velocidades [18, 19,201. 
Para comprender esta vinculacicin dedicaremos parte del prhxirno capitulo a estable- 
cer la analogia entre el sistema que nos ocupa y el Gas de Lorentz Peridico. 
Capitulo 3 
Decaimiento para el Pozo de Sinai 
La mayor parte del presente capitulo estari dedicada a la obtencibn de la ley de de- 
caimiento para el Pozo de Sinai. En el capitulo 2 se establecib, a partir del andisis de 
diferentes distribuciones prueba g(t)dt, la dependencia de la ley de decaimiento con las 
caracteristicas relevantes de la diniimica interna. A partir de 10s resultados numbricos 
del capitulo 2 y del estudio de la vinculacidn que existe entre nuestro sistema y el 
Gas de Lorentz Peri6dico en D = 2 dimensiones, propondremos la distribucidn g(t)dt 
que conduce a1 comportamiento observado para el decaimiento en el Pozo de Sinai. 
El Gas de Lorentz Pericidico 
El Gas de Lorentz consiste de un conjunto de particulas puntuales no interactuantes 
que se mueven libremente en un arreglo bidimensional de centros dispersores circu- 
lares sobre 10s cuales pueden colisionar elbticamente. Fue introducido a principios 
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de siglo en 10s trabajos de Lorentz [21] quikn consider6 que 10s centros dispersores 
estaban distribuidos a1 azar. 
Para nuestro anzilisis supondremos que 10s centros dispersores forman una red periaica 
plana. Como ejemplo bisico consideraremos un arreglo peri6dico de centros disper- 
sores circulares de radio R < 1/2, ubicados en una red con espaciamiento unidad. 
Este mode10 puede ser visto como una versi6n extendida del billar de Sinai y es aqui 
donde se centra nuestro inter& por su estudio. 
Dado que se considera a las particulas no interactuantes, kstas se mueven indepen- 
dientes unas de otras. Por lo tanto, sin pCrdida de generalidad, analizaremos el 
movimiento de una 6nica particula. 
El problema de la autocorrelaci6n de velocidades en este modelo ha sido estudiado 
extensivainente durante la iiltima dhcada tanto desde el punto de vista numkrico como 
analitico (ver [18, 20, 22, 231 y referencias alli citadas). La conclusi6n m6s relevante 
de todos estos trabajos es que el comportamiento de la autocorrelaci6n de velocidades 
depende de si la configuraci6n de centros dispersores tiene horizonte %niton o "in- 
fini t on. 
Por definici6n una configuraci6n tendrii horizonte finito si la longitud del movimiento 
libre de la particula esti  acotada. En caso contrario diremos que el horizonte es 
"infiniton. Es interesante resaltar que en este liltimo caso, existiria trayectorias en 
las cuales la particula no colisiona con ningtin centro dispersor. Estas trayectorias 
definen 10s llamados canales o corredores (en la siguiente secci6n efectuaremos una 
descripci6n detallada de 10s mismos) a lo largo de 10s cuales la particula puede mo- 
verse infini tamente lejos. 
En las referencias [22, 231 se demostrci que para cualquier configuracicin de centros 
dispersores con horizonte finito la funci6n de autocorrelaci6n de velocidades decae 
exponencialmente. 
En la ref. [20] se dan algunos argumentos heuristicos que predicen el comportamiento 
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asint6tico de la autocorrelaci6n de velocidades 
para una configuraci6n de centros dispersores con horizonte infinito. 
El coeficiente de difusi6n se vincula a la autocorrelaci6n de velocidades a trav6 de la 
conocida relaci6n de Einstein-Green-Kubo (ver por ejemplo [24]) 
00 
D = iJ! < (qO).G(s)) > d s .  
Considerando el co~nportamiento asint6tico (3.1) para la relaci6n (3.2), vemos 
que el coeficiente de difusi6n D es infinito. La divergencia del coeficiente de difusi6n 
caracteriza a1 fen6meno de difusi6n an6mala que, como se mencion6 a1 finalizar el 
capitulo 2, ocurre para el Gas de Lorentz peri6dico cuando el horizonte es infinito 
[181. 
Corredores en el Gas de Lorentz con Hori- 
zont e Infinit o 
En esta secci6n introduciremos formalmente la definici6n de corredor para el Gas 
de Lorentz Peri6dico bidimensional. Forrnalmente se dice que una configuracibn 
peri6dica de centros dispersores tiene horizonte finito si existe algfin M > 0, tal 
que cada segment0 de longitud M en el plano intersecta alg6n dispersor. En caso 
contrario se dice que la configuraci6n tiene horizonte infinito. 
Supongarnos una configuraci6n de centros dispersores con horizonte infinito y sea I 
una linea recta en 3t2 que no intersecta ningin centro dispersor; 1 = {al tel + a2 teZ)  
con al 02 E %2 y el  e2 una base de $I2. Sea L el conjuto de tales lineas. En la 
ref.[25] se introduce la definici6n de corredor a travhs de las siguientes proposiciones: 
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1. El conjunto L es no vacio. 
2. Cualquier 1 E L es racional en el sentido de que al/a2 es racional o infinito. 
3. El conjunto L se descompone en un nfimero finito de clases L,,,, con el 
mismo valor de al/a2 = zl /zz con zl, 22 racionales. 
4. LZll,, consiste de un conjunto numerable de franjas (corredores) tal que 
cada dominio acotado de W2 intersecta solamente a un nlimero finito de 
dichas franjas. 
De lo anterior se desprende que si la trayectoria de una particula pertenece a un 
corredor la longitud del camino libre medio serB no acotada. Por otra parte, todo 
camino li bre suficient ement e grande pert enece casi ent erament e a algh corredor. En 
la definici6n de 1, al y a 2  pueden interpretarse como las dos componentes de la 
velocidad v' de una particula cuya trayectoria pertenece a alg6n corredor. 
3.3 Relaci6n entre C(t) y g ( t )  
En el capitulo 2 se concluy6 que las distribuciones g(t)dt que decaian al menos ex- 
ponencialmente daban lugar a leyes de decaimiento tip0 exponencial, mientras que 
g(t)dt con decairniento algebraic0 daban lugar a leyes de decaimiento que resultan 
exponenciales a tiempos cortos, teniendo una cola algebraica a tiempos largos. 
Los resultados nurnkricos para nuestro sistema manifiestan para valores del radio 
R > R, del centro dispersor la anterior conclusi6n, con el exponente de la cola alge- 
braica del decaimiento igual a 1. 
No debe resultar sorprendente que el comportamiento de la autocorrelacicin de ve- 
locidades C ( t )  para el Gas de Lorentz evidencie una transici6n de exponencial para 
tiempos cortos a aIgebraico ( l i t )  para tiempos largos cuando el horizonte es infinito. 
La relaci6n entre horizonte infinito en el Gas de Lorentz y radio critic0 R, en el billar 
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de Sinai quedarzi completamente establecida en la siguiente secci6n. Si bien tambikn 
m& adelante estableceremos la forma explicita de la funci6n g(t), a continuaci6n de- 
mostraremos que existe una expresi6n general que la vincula con la autocorrelaci6n 
de velocidades C(t). En la ref.[26] se da la expresibn general para C(t) en t6rminos 
de la distribucibn de carnino libre medio utilizando pronledios estadisticos. Aqui 
adaptaremos ese resultado para el Gas de Lorentz, 
donde j(t)dt es la distribucicjn de camino libre medio (introducida en el capitulo 2) y 
el tiempo .media entre colisiones. Transformando Laplace la expresi6n (3.3) obtenemos 
como en sisternas tip0 Gas de Lorentz se verifica (ver Ap6ndice A) 
finalmente obtenemos 
Antitransformando Laplace la expresi6n anterior llegamos a 
Dado que g(t) dt = 1, podemos expresar el segundo t6r1nino de la relaci6n (3.8) 
como 
con lo cual 
roo 
C(t) = 1 g(tt) dt' . 
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Con la expresi6n anterior formalizamos la dependencia existente entre la autocorrela- 
ci6n de velocidades y la funci6n g(t) para tiempos largos. La relaci6n (2.32) hallada 
al concluir el capitulo 2 conjuntamente con (3.10), confirman la relevancia que posee 
la distribucibn g(t)dt tanto en el andisis de la ley de decairniento a tiempos grandes 
como en el estudio del comportanliento asint6tico de la funci6n de correlaci6n de 
veloci dades. 
Conocido el comportamiento dint6tico para la autocorrelacih de velocidades C(t) en 
el caso de horizonte infinito, se obtiene a partir de (3.10) el comportamiento asintcitico 
de g(t)- 
A1 concluir el presente capitulo desarrollaremos un modelo que permite, a partir 
del estudio de la secci6n de Poincark, calcular analiticarnente el comportarniento a 
tiempos largos de la funci6n g(t) cuando el conjunto invariante de 6rbitas peri6dicas 
posee un subconjunto parab6lico. 
Corredores y orbitas Pericidicas Parab6licas 
De lo analizado en las dos secciones precedentes se concluye que el fen6meno de 
difusi6n an6mala (decaimiento ( l l t )  para la autocorrelaci6n de velocidades) que tiene 
lugar en el Gas de Lorentz Peri6dico con horizonte infinito esti intimamente vinculado 
con la dinimica asociada a trayectorias que pertenecen a 10s corredores. Seglin se 
concluyb en la secci6n (3.2) 10s corredores pueden etiquetarse por 10s valores vl/vz = 
zl/z2 con 21/z2 racional o infinito. 
Para el arreglo bidimensional existen a1 menos dos corredores correspondientes a las 
direcciones x y y. Empleando la notaci6n de la referencin [la], llamaremos a estos 
corredores cr y ,B respectivamente. El nlimero de corredores aumenta a medida que 
el radio R de 10s centros dispersores disminuye. Por ejemplo, cuando f i l l 0  < R < 
J2/4 aparecen olros corredores (7) que corresponden a v,/v. = f 1. 
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Dado que el Gas de Lorentz bidimensional peri6dico puede considerarse como un 
modelo del billar de Sinai extendido, es natural que exista una equivalencia entre 10s 
mencionados corredores y las 6rbitas pericidicas parab6licas no aisladas del billar (ver 
Introducci6n). Los canales a y ,B corresponden a particulas que rebotan elisticamente 
contra dos paredes dianletralmente opuestas del billar sin colisionar con el centro 
dispersor. El canal (y) corresponde a particulas cuyas trayectorias son paralelas a las 
diagonales del cuadrado rebotando secularmente entre caras adyacentes del mismo, 
y dado que R < &/4 pueden no colisionax con el dispersor circular. Este maisis 
puede repetirse para valores de R menores, encontrando nuevas farnilias de 6rbitas 
yeri6dicas parabblicas. 
Una vez enfatizada esta analogia entre corredores en el Gas de Lorentz y 6rbitas 
peri6dicai en el billar de Sinai, pasemos a estudiar qu6 sucede con el Pozo de Sinai, 
o sea nuestro billar con agujeros en el espacio de nlomentos. 
La Ley de Decaimiento y las orbit as Peri6dicas 
En esta secci6n propondrenlos la forma explicita para la funci6n g ( t )  que da lugar al 
comportamiento observado para la ley de decaimiento en el Pozo de Sinai. 
La condici6n (1.8) hallada en el capitulo 1 que introduce la separaci6n entre regi6n 
de billar y regi6n libre, hace que las 6rbitas perigicas correspondientes a 10s canales 
cr y ,B pertenezcan a la regi6n libre. Por lo tanto para R > &/4 no existen 6rbitas 
peridicas parab6licas atrapadas en la regi6n de billar. Esto tiene una consecuencia 
directa en la ley de decairniento, ya que como revelan 10s estudios num~ricos del 
capitulo 2, para R > &/4 la ley de decaimiento es exponential para todo tiernpo 
t. Para R < &/4, las 6rbitas peri6dicas parab6licas son atrapadas, evidenciando la 
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ley de decaimiento una transicicin de exponencial para tiempos cortos a algebraica 
para tiempos largos. Este andisis, corljuntamente con 10s resultados numkricos y el 
andisis de las distribuciones prueba del capitulo 2 sugieren el siguiente ansatz para 
9(t) 
siendo Di(x) funcioues mon6tonas crecientes de x entre 0 y 1 con D;(O) = 0 y 
Di(l) = 1, a; son constantes de peso y C es la constante de normalizaci6n. El primer 
tkrmino de (3.11) es una funci6n escalbn, responsable del tramo inicial exponencial 
en la ley de decaimiento. La segunda contribucibn, cuando es no nula (ksto es para 
R < fi/4), proviene de condiciones iniciales cups  posiciones y velocidades son tales 
que las trayectorias asociadas resulten asint6ticas a las 6rbitas peri6dicas parab6licas 
(corredores en el Gas de Lorentz). Los cocientes aiu [1 - (RI Rc, )I Di[l - (R/Rci)]/C 
pueden interpretarse como la fracci6n de condiciones iniciales del espacio de fases 
asintcitica a las cirbitas peri6dicas que surgen cuando R < R,, . 
Coxno mencionamos, suponexnos que la funci6n escal6n (u(t) - u(t - To)) da lugar a1 
comportamiento inicial exponencial de la ley de decaimiento. Por lo tanto de acuerdo 
con (2.16) o (2.27), To tiene que estar relacionado con el exponente 
Por otra parte, es conocido el resultado de la teoria erg6dica para el tiempo medio 
entre colisiones con el centro disperser [27]: 
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Cuando R > R,, , se verifica 
dado que en ese caso, To es el tiempo medio entre colisiones. La pregunta a formu- 
larse es quC sucede cuando R < R,, y para contestarla apelaremos a la fig. 5. En 
Csta se muestra el exponente que resulta del mejor ajuste a1 tramo exponencial del 
decai~niento junto con el exponente X que predice la relaci6n (3.12) como funci6n de 
R, asumiendo que T = To. La concordancia entre ambas curvas sugiere que se debe 
verificar 
ahn cuando R < R,,. Dado que T es el tiempo medio entre colisiones bicamente 
cuando R > R,, (ley exponencial de decaimiento), para R < R,, , T resulta ser el 
tiempo medio entre colisiones para la fracci6n de particulas que decae exponencial- 
mente. Por lo tanto, el resultado erg6dico (3.13) es vdido tinicamente para la regi6n 
hiperb6lica del espacio de fases. 
Uno de 10s objetivos principales del presente estudio es poder extraer informacibn de 
la dinhnica a partir de de la ley de decaimiento observada. En otras palabras obtener, 
de las cantidades plausibles de ser determinadas por mediciones experimentales, in- 
formaci6n de la d inhica  interna del sistema. En lo que sigue, sin pdrdida de general- 
idad, nos restringiremos en la expresi6n (3.11) para g ( t )  al caso de un dnico corredor 
abierto, o sea consideramos 6rbitas perickiicas parab6licas tales que v,/v, = f 1. Dado 
que &to implica un b i c o  radio critico, redefinimos R, = Rcl = fi/4 y omitimos 10s 
subindices. Denominamos 
a1D1[1- (RIB,)] = A(R) 
y empleando (2.9) y (3.11) obtenemos 
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X 
[ I -  exp (-Tos)] exp (2-0s) [exp (-2'0s) + A(R)Ef] 
1 + (1 - w){[l - exp (-Tos)] exp (Tos)[exp(-Tos) + A(R)CJ] - 1) ,(3.17) 
donde C' = xg, exp (-Tosj)/j2 y hemos utilizado la expresi6zl para la constante de 
normalizaci6n 
De lo anterior se concluye que A es el linico parhet ro  libre en la expresi6n 
(3.17). Por lo tanto antitransformando numericarnente (3.17) y ajustando con la ley 
de decaimiento obtenida numericamente, obt uvimos A(R) para varios valores de R. 
En la fig. 6 se muestran 10s resultados obtenidos, donde hemos graficado el In A como 
funci6n de In (1 - R/R,-). Por lo tanto podemos asumir para A la siguiente forma 
funcional 
Tomando el logaritmo en ambos miembros de la expresi6n anterior 
podemos determinar 10s parrimetros p y a a travds del mejor ajuste lineal. 
Hemos obtenido ,G' = 1.4776 y a = 0.2741, grafichdose el ajuste en la fig. 6. La 
fig. 7 muestra la ley de decaimiento obtenida a partir de (3.17) utilizando (3.19) y 10s 
valores anteriores de 10s par&metros, conjuntamente con la ley de decaimiento calcu- 
lada numdricamente en el capitulo 2 para cuatro valores de R que corresponden todos 
ellos a a1 sistema con un Gnico corredor (o sea una linica fqmilia de 6rbitas peri6dicas 
parab6licas). Cozlocidos a y P es posible obtener informacibn de la fracci6n de condi- 
ciones iniciales asintcitica a esta familia de 6rbitas pericidicas parabblicas. 
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3.6 Estudio Analit ico del Comportamiento a Tiem- 
pos Largos de g( t ) .  
Esta secci6n estar6 dedicada a1 estudio de la distribuci6n g ( t )  para tiempos largos. 
Consideraremos la situaci6n en la cual el conjunto invariante de 6rbitas peri6dicas 
no es completanlelite hiperb6lico. Nos restringiremos a1 caso de un linico corre- 
dor abierto en el Gas de Lorentz, lo que equivale a considerar una h i c a  familia 
de 6rbitas peri6dicas parab6licas atrapadas. De forma de comparar 10s resultados 
que aqui se deriven con 10s obtenidos en las secciones anteriores, supondremos que 
6 / 1 0  < R < f i /4 por lo tanto las 6rbitas parabdicas son las correspondientes a 
vy/vz. = f 1. 
Consideraremos la diniimica en la superficie de Poincari: sobre el contorno del billar 
(ver capitulo 1). Por lo tanto, estudiaremos el mapa (1, vt) + (If, vi) que es generado 
por la diniimica sobre la superficie de Poincark. 
La sinietrias del problema (correspondientes a1 grupo C4v) permiten restringir el Inapa 
sobre todo el contorno del cuadrado a una 6nica cara arbitrariamente elegida. Intro- 
ducimos las variables reducidas 
donde k = 1,2,3,4 nulnera las caras del cuadrado en sentido antihorario. 
La figura 8 nluestra varias curvas que dividen la superficie de Poincar2 en regiones 
que e s t h  caracterizadas no ~610 por el lado sobre el cual cada punto es iterado bajo 
la acci6n del mapa, sino tambihn por la existencia (o no) de una colisibn con el centro 
dispersor antes de arribar a dicho lado. A mod0 de ejemplo, 10s (x, v) E I2 son 
condiciones que se mapean a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor, mientras 
que 10s (x, v) E I; correspollden a particulas que arriban a la cara 2 colisionando 
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previamente con el dispersor. 
La figura 9 es similar a la fig. 8, per0 en este caso nos interesan las preimigenes de 
10s puntos (x, v). Por lo tanto 10s (x, v) E A2 corresponden a particulas que provienen 
de la cara 2 sin haber sufrido ninguna colisi6n con el centro dispersor y 10s (x, v) E A: 
estin relacionados con condiciones que provienen de la cara 2 habiendo chocado con 
el dispersor. Las curvas de la figura 9 pueden ser obteniclas de las de la fig. 8 a 
travis de la operaci6n de simetria (x, v) + (x, -v) que corresponde a la inversi6n 
temporal. Dado que tambiCn estii presente la simetria C4,, la curva limite que divide 
las regiones I2 e I; puede ser obtenida de la curva limite que separa las regiones 
I4 e 1; a travis de la transformaci6n (x, v) (1 - x, -v). Esta transforniaci6n es 
una reflexi6n con respecto a1 plano perpendicular que contiene el centro del dispersor 
circular y' el punto medio del lado (x = 112). Dado que el sentido de las 6rbitas 
parab6licas para una dada familia puede ser horario o antihorario, sin pQdida de 
generalidad consideraremos 6nicamente el primer subconjunto. 
Nuestro inter& esti concentrado en estudiar como decrece con el tiempo el Area 
inicialmente definida por 
Esto es, de que forma el ncmero de puntos que arriba a la cara 1 desde la 4 y luego 
se mapea en la cara 2 sin sufrir ninguna colisi6n con el centro dispersor decrece con 
el n6mero de iteraciones del mapa o lo que es equivalente, con el nGmero de rebotes 
contra las caras del cuadrado n. Queda claro que el Area final correspondiente a 
a + oo seri cero salvo para el conjunto atrapado (de medida nula) correspondiente 
a las 6rbitas peri6dicas parabblicas de la familia considerada. 
La fig. 10 muestra el irea inicial. Las curvas AB y BC estin definidas por 
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'U = (x - 112) J(I/z - z)2 + (1/2)2 - R2 + R/2 
(112 - x ) ~  + (1/q2 
Estas curvas estiin determinadas por las rectas taugentes a1 dispersor circular que 
partiendo del punto x van respectivarnente a la cara 2 y a la cara 4. La intersecci6n 
del conjuuto invariante parabMico y la superficie de Poincari: es el segment0 donde 
I = (x = R/2 R,, v = a / 2 )  e I' = (2 = (1 - R/2Rc), v = fi/2).  Aqui, Rc = a / 4 .  
Por lo tanto la longitud del segment0 invariante es 
El mapa para 10s puntos que van a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor es 
Este mapa transforma puntos que pertenecen a la curva AB en puntos pertenecientes 
a la curva BC y transforma BC en la curva DE de la fig. 10. En particular pode- 
mos verificar que el segmento II' permanece invariante (o sea se transforma sobre si 
mismo). 
Despuk de sucesivas iteraciones el Area remanente se reduce a1 cuadrilitero mostrado 
en la parte derecha de la fig. 11. Las condiciones iniciales en el Area de inter& son las 
que aGn no han colisionado con el centro dispersor. El cuadrilitero es transformado 
en el paralelogramo aproximado de igual Lea mostrado en la parte izquierda de la 
figura (no olvidar que el irea remanente es Inuy pequeiia). El sector triangular que 
cae fuera de la regi6n de inter&, corresponderi a las particulas que colisionardn por 
primera vez con el dispersor circular. Por inspecci6n de la fig. 11 resulta que 
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Por lo tanto 
( 1 ;  - 12)  70 dl2 x -- 
12 12 dt ' 
- 
El cos a 
- (212 cos cr + L) ' 
donde hemos introducido el tiempo como t = Ton, siendo TO = J 2 / 2  un tiempo 
caracteristico entre dos colisiones sucesivas sobre las caras del cuadrado. 
Integrando (3.28) obtenemos 
- 
L 12(t) 
'"0' - -(L-&) -21n- 
70 cos a 12(t) 12(0) ' 
Como estarnos interesados en tiempos t largos, entonces podemos aproximar la ex- 
presi6n anterior de fornla de obtener 
LTO 1 1 2 x - x - .  
cosa t 
Por lo tanto el Area del paralelogramo resulta, 
A ( t )  = 212(t)L sin a , 
donde hemos empleado la igualdad (3.25). De forma de poder evaluar tan a, calcu- 
larnos la primera derivada de (3.24) en I' 
tan a = 
&(I - R/2Rc)  - 
Por lo tanto finalmente obteuemos, 
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Por 10s argumentos precedentes, el comportarniento a tiempos largos de la distri buci6n 
y ( t )  seri 
con lo cual 
En la liltima relacibn, el exponente 312 resulta consistente con el valor del parirnetro 
,8 = 1.4776 obtenido en la secci6n anterior a partir del anilisis de la ley de decaimiento 
observada. 
El resultado aqui hallado mediante el estudio de la secci61l de Poincarh, concuerda 
con el encontrado en la secci6n (3.3) a partir del estudio alternativo de la vi~lculacibu 
existente entre g ( t )  y la autocorrelaci6n de velocidades C(t)  para horizonte infinito, 
Capitulo 4 
El Decaimiento en D Dimensiones 
Este capitulo esti  dedicado a1 estudio de la ley de decairniento en D dimensiones para 
el Pozo de Sinai. 
La extensibn a dimensiones mayores que dos, hace mis interesante a nuestro sistema 
como modelo de nGcleo compuesto, ya que en este caso las dimensiones adicionales 
pueden interpretarse como grados internos de libertad. Por lo tanto el proceso de re- 
distribuci6n de la energia entre 10s grados internos de libertad resulta en una d i n h i c a  
cuya complejidad crece con el nlimero de variables internas involucradas. Ademis de 
la complejidad en la diniimica que surge a1 considerar varios grados de libertad la 
pregunta natural que uno se formula es c6mo depende la ley de decaimiento con las 
dimensiones y en que medida la complejidad de la d inh ica  interna se evidencia en el 
decaimiento. A lo largo de este capitulo trataremos de responder a estas cuestiones. 
4.1 El Pozo de Sinai en D dimensiones 
En el cayitulo 1 se realizb una descripci6n detallada del Pozo de Sinai en D = 2 
dimensiones. Este es el sistema que elegimos como modelo para estudiar la ley de 
37 
decaimiento en el caso de un problelna con 2 grados de libertad. La extensi6n a 
miis dimensiones es bastante directa per0 existen algunas carecteristicas nuevas que 
resultan convenientes de detallar. POP lo tanto nos abocaremos en esta secci6n a la 
descripci6n del Pozo de Sinai en D dimensiones. 
Considerernos nuevarnente una particula puntual de masa unidad pero ahora en un 
pozo cuadrado D dimensional (hipercubo) de profundidad -&, (Vo > 0) y lado a, 
que colisiona elbticamente con un dispersor ubicado en el centro geomCtrico del 
pozo. El dispersor es una esfera D dimensional de radio unidad y como es usual 
tomamos el m6dulo de la velocidad de la particula igual a uno. Andogarnente al 
estudio del problema en dos dimensiones consideramos la energia total de la particula 
E =p2/2- Vo (0 < E < Vo). 
En D dimensiones el movimiento ligado esti  caracterizado por la condici6n 
> sin *1im , 
donde n^ ;, i = 1, .., D , es la direcci6n de la normal interna correspondiente a la cara 
i del hipercubo sobre la cual la particula rebota elhticamente y 
es el ajlgulo lirnite en D dimensiones. La desigualdad (4.1) es la condicibn que se 
debe satisfacer para que exista reflexibn interna cuando la particula alcanza a l g h  
contorno del hipercubo. 
En el capitulo 1 fue hallada la relaci6n (1.8) que es la condici6n de movimiento ligado 
para D = 2. Comparando (1.8) y (4.1) se ve que esta liltima es la generalizacibn 
directa a miis dimensiones de la condici6n (1.8). 
Como se mencion6 oportunamente, la colisi6n con el centro dispersor cambia el valor 
de las componentes del momento de la particula y ksto puede genera la transici6n 
de la regibn de billar o ligada a la regi6n libre. En otras palabras puede producirse 
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el decaimiento. 
En el sistema D dimensional el iingulo limite puede relacionarse con la prob- 
abilidad w~ < 1 de que la particula transite de la regi6n ligada a la libre despuks 
de una colisi6n con el centro dispersor. En este caso el espacio de momentos es una 
hiperesfera de radio unidad (recordar que el m6dulo de p'= 1) en la cual 
donde dQli,(D) y Q(D) son respectivamente el hgulo s6lido subtendido por Qlim y el 
6ngulo s6lido total en D dimensiones. En el ApGndice B se demuestra explicitamente 
la relaci6n (4.3) en funci6n de Qlim. Aqui darnos el resultado general 
que muestra que para una energia E fija, la probabilidad de transici6n decrece 
con la dimensi6n D cuando a,,, << 1 . 
4.2 Estudio Numhrico del Decaimiento en D Di- 
rnensiones 
En esta secci6n mostramos 10s resultados del estudio numkrico del decaimiento . 
Es un hecho conocido que para tiempos cortos el comportamiento de la ley de de- 
caimiento en D dimensiones es exponential. Bouchaud y Le Doussal [19] estudiaron 
numkricamente la dintimica de una particula puntual en un arreglo D dimensional de 
centros dispersores (Billar de Sinai sin horizonte) encontrando un decaimiento expo- 
nencial en la autocorrelaci6n de velocidades para tiempos cortos. 
Nuestro objetivo principal es entender el comportamiento de la ley de decaimiento 
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para tiempos largos. Como veremos en la siguiente seccib, de forma de extraer 
informaci6n acerca del comportamiento a tiempos largos, alcanza con conocer la dis- 
tribuci6n gD(t)dt (andoga a la definida en el capitulo 2) para el caso multidimensional. 
Para el andisis numkrico estudiaremos la funciQ G = J::: yo(tl) dt' como funcibn 
de t en vez de N ( t ) / N o  (para determinar G solamente hay que computar para cada 
condicibn inicial el tiempo transcurrido hasta el primer choque con el centro disper- 
sor, ksto es una gran ventaja para el ctilculo computacional ya que requiere menos 
tiempo de CPU y permite mejorar la estadistica pudiendo considerar mayor cantidad 
de condiciones iniciales). 
Comenzamos con No = lo7 particulas distribuidas a1 azar en el espacio de fases ac- 
cesible y consideramos como en el caso bidimensional el cociente & / E  = 20. 
La Fig. 12(a) muestra el resultado del estudio numhrico de G para D = 2,3,4 y radio 
del centro dispersor D dimensional R = 0.23. Se evidencia que el comportamiento es 
exponencial para tiempos cortos y se transforma en algebraic0 (l/ts) para tiempos 
largos. La Fig. 12(b) muestra las colas algebraicas de G para D = 2,3,4 junto con el 
mejor ajuste que predice para todas las curvas un valor del exponenente 6 = 1. 
La Fig. 13(a) es similar a la Fig. 12(a) pero para R = 0.4. Para D = 2 la funci6n G 
es una exponencial para todo tiempo. Este resultado concuerda con lo obtenido en 
el capitulo 2 y en la referencia [28] en el sentido de que para el sistema bidimensional 
R > Rcl = 4 1 4  es compatible con una distribucib gD(t) de horizonte finito, resul- 
tando la ley de decairniento exponencial para todo tiempo. Para D = 3,4 nuevarnente 
el mejor ajuste predice un exponente S = 1 para la cola algebraica. 
La Fig. 13(b) muestra dicho ajuste junto con 10s resultados nunlkricos a tiempos lar- 
gos para D = 3,4. 
De lo anterior resulta que contrariamente a lo que sucede para el sistellla bidinlen- 
sional, para 1) > 2 no existe un radio critic0 del centro dispersor a partir del cual el 
comportamiento de la ley de decaimiento cambia para tiempos grandes. En tQminos 
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del conjunto invariante atrapado la observaci6n precedente es equivalente a afirmar 
que para el sistema multidimensional existen siempre 6rbitas peri6dicas del tip0 
parab6lic0, siendo las condiciones iniciales asintbticas a estas 6rbitas aquellas que 
contribuyen a la cola algebraica (l/t) de la ley de decairnierito. 
Estudio Teiirico 
Del estudio nurn6rico de la secci6n anterior puede concluirse que para el Pozo de Sinai 
la ley de decaimiento a tiempos largos resulta independiente de la dimensicin D. 
Dentro del marco te6ric0, todos 10s trabajos hasta ahora desarrollados estudian mod- 
elos aniilogos linicamente en dos dimensiones [29], [30]. Para m& di~nensiones en la 
ref.[19] se formula una conjetura que estima un comportamiento exponencial para la 
ley de decaimiento aiin a tiempos largos. Como veremos a lo largo de esta secci6n 
esta conjetura no es cierta. 
Para comenzar con el andisis tdrico extenderemos a D dimensiones algunos resul- 
tados obtenidos en el capitulo 2 que vinculan la ley de decaimiento con la d inhica  
interna. La generalizaci6n a D dimensiones de (2.6) es 
donde nuevamente ~ ( s )  = L[Q(t)] es la Transformada de Laplace de Q( t )  y 
Teniendo en cue~ita que en D dimensiones se sigue verificando la igualdad, 
de tal forma que 
obtenemos 
La ecuacibn precedente es la generalizacibn de la (2.9) que se obtuvo en el capitulo 2 
para el problema bidimensional siendo en aquel caso wD,a = w. Antitransformando 
Laplace (4.9) se determina Q(t). 
De forma de establecer el comportarniento a tiempos largos de la ley de decaimiento 
calculamos el tkrmino dominante de (4.9) y empleando la relacibn (4.6) obtenemos 
Por lo tanto con10 se anticipci en la secci6n anterior basta conocer la distribucicin 
yD(t)dt para analizar el comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento. 
Por otra parte resulta conveniente generalizar a D dimensiones la definicibn de corre- 
dores del capitulo 3 para lo cual emplearemos el modelo de Gas de Lorentz peri6dico 
D dimensional. Recientemente Chernov 1311 estudi6 la estadistica asociada a este 
sistema en el donlinio hiperbblico (horizonte finito) y un anilisis nunlkrico de algun* 
propiedades universales fue desarrollado en el trabajo de Bouchaud y Le Doussal [19]. 
La definicibn de horizonte infinito es anzlloga a la del caso bidimensional (ver capitulo 
3). La primera extensibn trivial a D dimensiones de 10s corredores es definirlos por 
las direcciones de la velocidad v' que satisfacen vi /vj  = z1/_rZ V( i ,  j ) ,  siendo zl y z2 
enteros coprirnos. Como es de preveer estas no son las Gnicas direcciones que con- 
d u c e ~  en D dimensiones a un movimiento libre no acotado. Por ejemplo para D = 3 
la direcci6n definida por vl = 0, vz y v3 arbitrarias (compatibles con la condici6n de 
que el mbdulo de la velocidad, I v' I= 1) define un corredor en cuanto a movimiento 
no acotado se refiere. 
La principal caracteristica para remarcar es que a medida que la dimensibn D aumenta 
es posible encoi~trar cada vez nl& direcciones que definan rnovirniento no acotado para 
cualquier valor del radio R del centro disperser que satisfaga R 5 0.5. Por lo tanto 
en D > 2 dimensio~les no existe radio critic0 Rc como sucede para D = 2. Con- 
viene aclarar, por razones que quedarin justificadas mis adelante, que R, influencia 
el n~mero  de corredores, ya que existen ciertos corredores que desaparecen cuando 
R > Rc- 
Todas las trayectorias que contribuyen al comportanliento para tiempos largos del 
decaimiento permanecen casi enteramente en a l g h  corredor. En tQminos del Pozo 
de Sinai podemos decir que estas trayectorias corresponden a condiciones iniciales 
asint6ticas a l a  6rbitas pericidicas parab6licas que se generan en D dimensiones 
abandonando la regi6n ligada con probabilidad wo despues de colisionar con el centro 
dispersor. 
Ademis de 10s corredores que se pueblan con condiciones iniciales que contribuyen a1 
decaimiento algebraic0 a tiempos largos con un exponente S = 1 (10s denominamos 
corredores principales), existen otros corredores que se pueblan con condiciones 
iniciales que generan un comportamiento de la ley de decaimiento del tip0 ( I l t ~ )  con 
el exponente p > 1. Una manifestaci6n de estos corredores puede observarse en la 
Fig. 14. Esta muestra para L) = 4 y R = 0.4 dos curvas G como funcicin del tiempo 
t. En una (linea punteada) todos 10s corredores han sido poblados y el exponente 
de la cola algebraica es S = 1; en la otra curva representada por la linea scilida no 
se han considerado explicitamente condiciones iniciales asintbticas a 10s corredores 
principales resultando un exponente diferente de 1 para la cola algebraica. 
Los corredores poblados con estas condiciones iniciales 10s llamaremos corredores 
escondidos ya que no existe evidencia de 10s mismos en el comportamiento global 
de la ley de decaimiento para tiempos largos. Los resultados numkricos de la seccicin 
precedente confirman que a tiempos largos la ley de decai~niento es ( l / t )  indepen- 
dientemente de la dimensibn 1). 
Por otra parte el comportamiento a tiempos interniedios de la ley de decaimiento, 
vinculado con las condiciones iniciales asintciticas a 10s corredores escondidos, resulta 
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ser una superposici6n de decaimientos del tip0 algebraicos con exponentes mayores 
que uno. Este comportamiento es cada vez mis complejo a medida que crece la di- 
mensi6n D. 
Por lo tanto de forma de entender el comportarniento a tiempos largos de la ley de 
decaimiento alcanza con analizar la diniimica dentro de 10s corredores. 
Comenzaremos obteniendo la dependencia explicita con t de la distribucibn gD(t)dt 
para aquellas cor~diciones iniciales asint6ticas a 10s corredores principales, empleando 
el Gas de Lorentz Peri6dico D dimensional. Sin phrdida de generalidad calcularemos 
gD(t)dt para aquellas condiciones iniciales que pueblan en D = 3 dimensiones el corre- 
dor principal definido por las direcciones de la velocidad v l / v z  = f 1 y v3 arbitraria 
que satisfaga I ii (= 1, para R < R, = a / 4 .  
En la fig. 15 se representa el mencionado corredor de ancho 1 en la cual hemos cortado 
con el plano z = const. 10s dispersores esfkricos por su centro geoni~trico de forma de 
simplificar la figura. 
Recordamos que como el 1 v' I =  1 las distribuciones en tiempos resultan equivalentes 
a distribuciones en longitudes. 
Sea n(t*)  la fraccibn de condiciones iniciales para las cuales la primera colisi6n con un 
determinado dispersor ocurre para tiempos t > t*. Dado que estamos interesados en 
el comportamiento a tiempos largos, el hgulo a (ver fig. 15) es proporcional a n( tS) ,  
1 
- dnldt* - - - 
t *2 g o @ * )  (4.12) 
donde gD(t*)dtS representa la fraccibn de condiciones iniciales para 1as cuales la 
primera colisicirl con el centro dispersor sucede entre t* y t* +dt*. Deberiamos agregar 
en la dltima expresi6n el resultado de la integracibn sobre el ingulo s61ido total, per0 
como es una constante no modifica la dependencia temporal. Por lo tanto. 
Empleando la expresi6n precedente en (4.10) obtenemos el comportamiento a 
tiempos largos para la ley de decaimiento, 
que corrobora 10s resultados previamente obtenidos. Los cilculos precedentes pueden 
repetirse para otros corredores principales, obtenikndose la rnisma dependencia tem- 
poral para la ley de decairniento. 
Para 10s corredores escondidos, vestigios de algiin corredor principal que desaparece 
cuando R > R,, la integraci6n sobre el hgulo s6lido da lugar a una dependencia 
adicional en l i t .  Por lo tanto para 10s corredores escondidos en D = 3 dimensiones 
obtenemos 
Los cdculos precedentes pueden rehacerse para mayores dimensiones. Para 10s 
corredores principales la dependencia temporal queda inalterada, dependiendo la con- 
stante que resulta de i~itegrar el ingulo d i d o  de la dimensi6n considerada. 
Para 10s corredores escondidos, a medida que la dimensi6n D aumenta la integraci6n 
sobre el hgulo s6lido da lugar a contribuciones en g D ( t )  del tip0 l i tp  con 3 5 p 5 D 
que a1 decaer 1nAs ripidaxnente que ( l / t 2 )  no se observan en el comportamiento a 
tiempos largos de la ley de decaimiento. 
Capitulo 5 
Como se mencion6 en la Introducci6n, el fen6meno de dispersibn puede brindar infor- 
macicin sobre la dinimica interna de un sistema cuando se estudian las trayectorias 
asintbticas en la regi6n libre. Dedicaremos este capitulo a1 estudio de la dispersi6n 
en sisternas Hamiltonianos clkicamente cGticos. La bibliografia relacionada con el 
tema es extremadamente extensa y variada, comprendiendo desde estudios eminen- 
temente fenomenol6gicos hasta andisis teciricos rigurosos. A mod0 de sintesis gran 
parte de la referencia [32] esti dedicada a 10s avances recientes en el campo de la 
dispersicin cajtica clisica. 
La primera secci6n estari inicidmente dedicada a la descripci6n fenomenol6gica del 
proceso de dispersi6n cacitica, para luego analizar con un poco mis de detalle 10s 
mecanismos que se desarrollan en el espacio de fases y que dan dugar a 10s compor- 
tamientos observados. En la segunda secci6n daremos algunos ejemplos fisicos. 
5.1 Preliminares 
En tkrminos generales el fe1161neno de dispersibn puede definirse como el problema de 
obtener la vinculaci6n entre las variables de "entrada" que caracterizan cierto estado 
de un sistema dinimico y las variables de "salida" que caracterizan una dada situaci6n 
final. Para sistemas Hamiltonianos de dos grados de libertad, a una dada energia, la 
variable de salida es en general el ingulo de dispersi6n O (mide la desviaci6n de la 
trayectoria en la regi6n asintbticamente libre con respecto a la direcci6n de inciden- 
cia), y la variable de entrada suele ser el parimetro de impacto b (definido como la 
distancia a1 origen de la trayectoria incidente). 
El objetivo en el estudio del problema de dispersi6n es el de establecer la vinculaci6n 
funcional.entre ambas variables. Esto es, obtener la relaci6n funcional entre O y b 
para una dada energia. La funcibn que describe esta dependencia se conoce en la 
literatura con el nombre de funci6n reacci6n o de dispersi6n [5]. Uno de 10s 
aspectos fundanieritales a resaltar es que la funcibn reacci6n evidencia caracteristicas 
cualitativamente diferentes dependiendo si la dinimica en la regi6n de interacci6n es 
regular o ca6tica. En 10s sistemas integrables, el ingulo de deflexibn es una funci6n 
mon6tona del parimetro de impacto (en general decreciente), y el anilisis de 10s pro- 
cesos de dispersi6n en estos sistemas podria decirse que es un problema cerrado. 
El primer indicio que manifiesta una diferencia sustancial entre 10s sistemas regulares 
y 10s ca6ticos es que en estos liltimos la funci6n reaccibn experiments grandes fluc- 
tuaciones que ocurren a todas las escalas del pa rhe t ro  de impacto b. 
A mod0 de ejemplo, de la ref.[33] se ha extraido la fig. 16 que muestra la relaci6n en- 
tre Q y b obtenida numkricamente para el potencial V(x, y) = x2 y2 exp [-(s2 + y2)]. 
Este potencial consiste de cuatro barreras cuyos picos estin localizados en (x, y)  = 
(f 1, f 1). La dinimica puede ser regular o cdtica dependiendo de la energia de la 
particula incidente. No analizaremos aqui el origen de este comportamiento, sim- 
plemente estudiaremos ciertos aspectos fenomenol6gicos. Cuando la energia E de la 
particula es mayor que el miximo de energia potencial Em la dispersi6n es regular, 
evidenciando la fig. 16(a) el comportamiento suave de O como funci6n de b. Cuando 
E < Em la dinimica es cabtica, mostrando la funci6n de reacci6n regiones aparente- 
mente singulares, en las que la variable de salida Q varia tan ripida y abruptamente 
con b que se necesitaria de una precisi6n infinita como para resolverlas (ver fig. 16(b)). 
Si amplificarnos esas regiones en la escala horizontal como para mejorar la resoluci6n, 
vemos en la fig. 16(c) que las regiones singulares persisten. Este comportamiento se 
manifiesta a todo nivel de resolucihn, por mis arbitrarianlente pequeiia que sea la 
escala de valores de b. 
El tip0 de comportamiento descripto para la funci6n de dispersi6n implica que una 
pequeiia indeterminacibn en b puede hacer imposible la determinaci6n de O, o sea 
existe sensibilidad a las condiciones iniciales. 
Formalmente se demuestra que el conjunto de valores de b para 10s cuales O es sin- 
gular es un conjunto de Cantor, o sea tiene estructura fractal y medida de Lebesgue 
cero. Este conjunto corresponde a determinadas condiciones iniciales que dan lugar 
a 6rbitas que entran en la regi6n de interaccibn y permanecen alli por siempre, o sea 
son 6rbitas atrapadas. Si bien estas 6rbitas no son accesi bles en ninguna situacicjn 
realista dado que tienen medida cero, una condici6n inicial que resulte asint6tica a 
una de estas brbitas, permaneceri mis tiempo en la regi6n de interacci6n cuanto m& 
cercana sea a la 6rbita atrapada. 
Por lo tanto, otra alternativa a estudiar en 10s procesos de dispersi6n ca6tica es la 
funcidn de tiempos de retardo que brinda informaci6n acerca de c6mo depende 
de b el tiempo de permanencia de una dada 6rbita en la regi6n de interaccicin. Nue- 
vamente esta funci6n toma valores infinitos siempre que haya una singularidad en la 
funci6n de dispersi6n. 
Desde otro enfoque uno podria definir a las 6rbitas atrapadas como aquel conjunto 
del espacio de fases del cual todas las trayectorias dispersadas son finalmente expul- 
sadas, y dado que la diniimica asociada es cabtica muchas veces en la literatura se lo 
denomina repelor cabtico. 
Un medici6n cuantitativa que caracteriza la magnitud de 10s efectos descriptos es la 
dimensibn del conjunto fractal de singularidades, existiendo numerosos trabajos en 
10s cuales se la calcula, entre otros las ref. [8, 33, 341. Las caracteristicas del conjunto 
fractal asi como su dimensicin dependen fuertemente de la estructura del espacio de 
fases y de las brbitas atrapadas. Por lo tanto, es necesario el estudio detallado del 
conjunto invariante atrapado de forma de comprender 10s diferentes mecanismos que 
dan lugar a1 comport amiento descript o. 
Tanto la funci6n de dispersicin como la funcicin de tiempos de retardo presentan carac- 
teristicas marcadamente diferentes dependiendo si la dinimica en espacio de fases es 
completamente hiperbblica, presenta regiones con islas de est abilidad (toros KAM) , 
o no presenta islas de estabilidad pero a la vez no es completamente hiperbcilica. 
El andisis de 10s dos primeros casos esti  actualmente bastante bien desarrollado, 
entendikndose bastante rigurosamente 10s mecanismos que ocurren en el espacio de 
fases y que dan lugar a 10s diferentes comportamientos observados. 
Es uno de 10s principales objetivos del presente trabajo el estudio de 10s procesos 
de dispersi6n para el caso en que la d ink ica  en espacio de fases no posee islas de 
estabilidad pero adem& no es completarnente hiperbblica, o sea presenta un sub- 
conjunto de 6rbitas atrapadas parabblicas. Desarrollaremos este tema en el pr6ximo 
capitulo. En 61 analizaremos a 10s procesos de dispersi6n entendi6ndolos como pro- 
cesos de decaimiento en 10s cuales la poblaci6n inicial no obedece a una distribucibn 
inicial microcanbnica sino que la forma de poblar depende de las caracteristicas del 
haz incidente. A partir de este enfoque obtendremos, como ocurrib para 10s procesos 
de decaimiento estudiados en 10s capitulos precedentes, informacicin de la din&nica 
interna. 
A continuaci6n efectuaremos una descripci6n, a travis del aniilisis de la dinimica en 
espacio de fases, de la dispersi6n ca6tica para el caso hiperbblico y de diniimica mixta, 
estableciendo las principales diferencias entre ambos casos. 
En t6rrninos generales puede decirse que la din&nica en espacio de fases es hiperbcilica 
si todas las trayectorias peri6dicas son inestables y aisladas, no existiendo islas de es- 
t abilidad. 
En ese caso, el conjunto invariante atrapado que provendri de las intersecciones 
homoclinicas y heteroclinicas de las cirbitas pericidicas inestables, consistiri de un 
niimero infinito de 6rbitas inestables pericidicas y no pericidicas (para mayores de- 
talles ver por ejemplo ref. [I]). U~la condicicin inicial que comience en la variedad 
estable de una 6rbita del conjunto atrapado, tardari un tiempo infinito en abandonar 
esa regi6n del espacio de fases o sea seri capturada por siempre. Por lo tanto la 
funci6n de dispersi6n poseeri una singularidad para esa condicibn inicial. El con- 
junto fractal de valores de b que hacen singular a la funci6n de dipersi6n corresponde 
a todas las condiciones iniciales que pertenecen a la variedad estable. La dimensi6n 
fractal es en general menor que 1 y mayor que 0 [33, 341. 
Otro aspect0 interesante de estudiar es la estadistica de tienlpos de retardo P(T). 
Dado un conjunto de condiciones iniciales que definen ciertos valores de b, se com- 
puta el tiempo de permanencia de cada condicicin inicial en la regicin de interaccicin. 
La fracci6n de condiciones iniciales con tiempos de retardo entre T y T + dT es 
P(T)dT. 
Para la dispersibn hiperb6lica la estadistica de tiempos de retardo obedece una ley 
de decaimiento exponencial 
P ( T )  - exp (-T/T) , 
donde T es un tienlpo caracteristico del sistema. 
Para resumir, la dispersi6n cabtica hiperbcilica esta caracterizada por: 
1. Dimensi6n fractal D del conjunto de ~ingularida~des en general 
O < D < l .  
2. Decaimiento exponencial de la distribucibn de tiempos de retardo. 
Cuando la dinh111ica en espacio de fases es mixta, coexisten regiones regulares de 
islas de estabilidad rodeadas por superficies KAM inmersas en un mar de movimiento 
ca6tico [2]. Si bien la naturaleza del fenbmeno de dispersibn en este caso no esti 
tan entendida conlo en el caso hiperb6lic0, la existencia de toros KAM hace que las 
condiciones iniciales 110 puedan acceder a regiones del espacio de fases delimitadas 
por las islas de estabilidad. Por otro lado puede llegar a generarse un mecanismo 
de difusi6n lenta en espacio de fases en caso de que existan Cantoros [35] . En la 
literatura se dice que 10s toros KAM son "pegajososn ya que las condiciones iniciales 
cercanas a ellos pernlanecen miis tiempo en la regicin de interaccibn. Esto hace que 
la distribucibn de tiempos de retardo P ( T )  sea cualitativa~nente diferente a1 caso 
hiperbblico, decayendo algebraicamente [36] 
Hemos hecho especial knfasis en distinguir la dinhuica rrlixta de la no hiperbblica. 
Como se discuti6 en la introducci6n, la dinimica no hiperbblica no necesariamente 
implica la existencia de islas de estabilidad. 
En el canlpo de la dispersi6n cabtica, hasta la fecha conocemos un solo trabajo que ex- 
plica un decaimiento algebraic0 de la distribucibn de tiempos de retardo en un sistema 
donde la ausencia de estructuras estables es probada analiticamente. Heillermeier et 
al. [9] investigaron el proceso de ionizacicin en el itomo de hidrbgeno mediante un 
modelo resoluble de difusibn, prediciendo el coeficiente de decaimiento a con un error 
relativo del 10%. 
En el Pozo de Sinai la diniimica en espacio de fases, para ciertos valores del radio del 
centro disperser R, no es completanlente hiperbdica y no presenta regiones regulares 
(ver capitulos precedentes). Por lo tanto, el estudio del problema de dispersi6n en 
nuestro sistema [37] constituye una contribuci6n muy valiosa para la comprensi6n del 
fen6meno de dispersi6n ca6tica en sistemas no hiperb6licos. En el pr6ximo capitulo 
desarrollaremos este estudio. 
Para concluir daremos algunos 'ejemplos fisicos que muestran la amplia gama de pro- 
cesos que conducen a la dispersi6n cacitica. 
Ejemplos Fisicos 
~ e c . b i c a  Celeste. Existen nurnerosos problemas de mednica celeste en 10s 
cuales la dinLmica es canjtica. De hecho el Caos puede decirse que nace a partir 
de 10s estudios de Poincari de la interacci6n gravitatoria entre tres cuerpos. 
Un ejemplo m& reciente es el trabajo de Petit y Hknon [38] en el que se es- 
tudia el movirniento en el plano de dos cuerpos masivos pequeiios alrededor 
de una masa muy pesada. Inicialmente ambos cuerpos se mueven en circulos 
conckntricos de distinto radio alrededor de la masa central. En caso de encuen- 
tros cercanos entre ambas particulas se desarrolla una dinimica muy complicada 
con la consecuencia que, salvo para un conjunto de medida nula de condiciones 
iniciales, las pequehas particulas se separan nuevamente. Este fen6meno puede 
resultar relevante para el movimiento de las lunas de ciertos planetas o para 
particulas en anillos planetarios. 
Procesos Hidrodinimicos. Es un hecho conocido que la di~lzimica de v6rtices 
ideales es ca6tica si el nGmero de v6rtices es mayor que tres (para m& de- 
talles ver por ejemplo la ref.[39]). Cuando 10s v6rtices estiin separados unos 
de otros pueden llegar a acercarse debido a la interacci6n entre ellos. Para 
el caso de un fluido infinito, no existe configuracibn estable en la que todos 
10s vbrtices perlnarlezcan agrupados; la distancia entre algunos de ellos puede 
crecer indefinidaniente. Tal proceso puede interpretarse como un fen6meno de 
dispersibn y en el caso de que el nlimero de v6rtices sea mayor o igual a cuatro 
es de dispersi6n ca6tica. 
Tambibn es conocido que el inovimiento de una particula trazadora pasiva en 
un fluido viscoso puede ser ca6tico. En caso de que el fluido incompresible sea 
abierto puede ocurrir la dispersibn de la particula. La contribuci6n de Jung et 
al. en la ref. [32] es un investigacihn cuantitativa de este problema. 
Modelos de Reaccioues Quimicas. En muchas reacciones quimicas el nlimero de 
mol6culas iniciales y finales es el mismo, o sea no se crean complejos. Igual~nente 
existen (con vidas ~nedias muy cortas ) complejos interrziedios y la dinimica in- 
herente puede ser lo suficienternente cornplicada conlo para que imperceptibles 
cambios en las condiciones iniciales lleven a estados finales marcadamente dis- 
tintos. 0 sea una trayectoria no reactiva puede existir en la vecindad de una 
reactiva o viceversa. La importancia de las trayectorias inestables deutro de 
la regi6n de din&nlica cabtica ha sido estudiada por Pechukas et a1 1401. Ac- 
tualmente se sabe que existe un conjunto infinito de trayectorias peri6dicas 
inestables presentes que pueden interpretarse como el conjunto invariante atra- 
pado (repelor ca6tico). El tiempo de vida media prornedio de las trayectorias 
en la regi6n cacitica puede interpretarse en el rnarco del estudio clisico de las 
racciones qui~nicas como el tiempo de vida media del complejo intermedio. 
Este ha sido un brevisi~rlo pantallazo sobre algunos temas en 10s cuales la dispersi6n 
ca6tica es ampliamente aplicable. Para una revisi61-1 nxis exhaustiva se recomienda la 
ref.[32] y las referencias alli citadas. 
Capitulo 6 
El fenbmneno de diapersibn cabtica cuando la dinimica no es completarnente hiperbblica 
era hasta hace muy poco un problema abierto. El trabajo de Hillermeier [9] del aiio 
1992 es el primer0 en el que se demuestra un decaimiento algebraic0 de la distribucibn 
de tiemyos de retardo en un sistema donde se prueba analiticarnente la no existencia 
de islas de estabilidad en el espacio de fases. Como se mencion6 varias veces, el obje- 
tivo fundamental en el presente trabajo es el de obtener informaci6n de la din;inlica 
interna de un sistema a travks del estudio de las leyes temporales de decairniento. 
Los capitulos precedentes se han dedicado al problema del decaimiento a partir de 
una distribuci6n microcan6nica en el espacio de fases. El presente capitulo estari 
dedicado a1 estudio del proceso de dispersibn cdtica para el Pozo de Sinai y medi- 
ante ese estudio poder obtener informacibn de la d inhica  interna de 10s sistemas 
no hiperbblicos. Mas alli de las argumentaciones que hacen de nuestro sistema el 
paradigma de 10s sistenlas no hiperb6licos que no poseen dinhica  mixta, quiz& lo 
mis inlportante a recalcar es que la forma en que abordaremos el problema de dis- 
persihn pone en eviderrcia cuan interrelacionados e s t b  10s procesos de decaimiento 
(estudiados en 10s capitulos 2 y 3) con 10s de dispersi6n. Veremos que la linica di- 
ferencia entre ambos fen6menos estA en la distribucibn de condiciones iniciales en el 
espacio de fases. Esta conexi6n se evidencia ya en el trabajo de Pikosky [ll], en el 
cual encuentra, por medio de un modelo difusivo, una relaci6n entre el exponente 
de la ley de decaimiento y el de la distribucibn de tiempos de retardo para un sis- 
tema hamiltoniano con diniimica mixta. Tambiin presenta resultados numCricos de 
la relaci6n mencionada entre 10s exponentes en un sistema no hiperb6lico. Estudia 
q b o s  procesos en el billar de Bunimovich a1 cual se le efectlia un agujero que per- 
mite el escape (y la entrada) de particulas. Este billar posee una familia de 6rbitas 
marginalmente estables (paraklicas) responsable del decaimiento algebraic0 de las 
correlaciones 1231. En este ejemplo, si consideramos las particulas incidiendo a travis 
del agujero y abandonando el billar despuCs de un nhmero de rebotes contra las pare- 
des del mismo, estaremos en presencia de un problema de dispersi6n. El problema de 
decaimiento seria considerar las particulas inicialmente ligadas dentro del billar y en 
un dado instante abrir el agujero permitiendo el escape de las mismas. 
La Dispersi6n Ca6tica en el Pozo de Sinai. 
En el capitulo 2 llemos estudiado el decaimiento para el Pozo de Sinai cuando Cste es 
poblado de acuerdo a una distribuci6n microcan6nica en el espacio de fases y expre- 
sarnos la ley de decaimiento en tirmino de distribuciones internas que caracterizaban 
la diniimica. 
Como previamente me~lcionamos el conjunto invariante del presente sistema puede 
ser completamente hiperbdico o tener un subconjunto de 6rbitas parab6licas depen- 
diendo del valor del radio R del centro dispersor circular. En caso de que el conjunto 
invariante sea completamente hiperbcilico la ley de decaimiento es exponencial para 
todo tiempo, rnientras que la existencia del subconjunto parab6lico se evidencia en 
una la ley de decaimiento algebraica para tiempos largos. Aqui nos interesaremos en 
las consecuencias globales sobre la leyes temporales en 10s experimentos de dispersicin 
para el caso en clue el subco~ljunto parab6lico esti  presente. 
El proceso de dispersibn en el Pozo de Sinai puede entenderse de la siguiente manera 
(ver Capitulo 1 para una descriycicin minuciosa del sistema, aqui conservamos las 
nlisnias unidades de longitud y de tiempo, y ~~uevainente el nldulo de la velocidad 
de la particula dentro del pozo es 1). Cuando el proyectil incidente colisiona con el 
centro dispersor (primer choque), su velocidad v' puede ser reorientada de tal forma 
que la condicicin de movimiento ligado 
Iv,l 1 
v 
= sin +ti, , 
se satisfaga. En tales casos la particula permaneceri en el pozo rebotando elisticamente 
contra las paredes del cuadrado y el centro dispersor hasta que una colisi6n con este 
iilti~no reoriente la velocidad como para que la condicicin (6.1) deje de satisfacerse y 
la particula abandone el pozo. Entre la primera colisi6n y la iiltima la dinimica es 
cuasiligada (ver Introducci6n). Distinguiremos dos casos: El primer0 corresponde a 
R > R, = 4 1 4 ,  en el cual todas las cirbitas atrapadas son hiperbblicas, o sea involu- 
cran conlo minimo una colisi6n adicional con el centro dispersor. Por lo tanto este 
caso corresponde a un proceso de dispersibn cacitica hiperbcilica, donde la dinimica 
interna est i  dominada por colisiones con el centro dispersor. El n h e r o  de reflexiones 
internas contra las paredes del cuadrado entre dos choques con el circulo no puede ser 
mayor que tres, con lo cual el tiempo de retardo (tiempo de permanencia en la regicin 
de interaccibn) crece con el nlimero de colisiones n con el centro dispersor. La Figura 
17(a) niuestra una cirbita representativa. Para este caso la funci6n de tiempo de re- 
tardo tiene el comportamiento autosimilar caracteristico de 10s procesos hiperbcilicos. 
Como se mencioi16 en el capitulo anterior este comportamiento est i  relacionado con 
la dimensi6n fractal no entera del conjunto invariante atrapado. 
La fig. 18 (a) nluestra la correspondiente funci6n de tiempo de retardo para R = 0.38. 
Podemos identificar la misma estructura para cada nivel de resolucicin, siendo el valor 
de la ordenada proportional a1 nlimero n. 
El segulldo caso correspollde a R < Rc, para el cual el conjurlto atrapado posee 
hrbitas parab6licas que no colisionan con el dispersor circular, por lo tanto i~ivolucran 
linicanlente reflexiones contra las paredes del cuadrado. Como consecuencia, para al- 
gunos valores del paranletro de impacto, entre dos colisiones con el centro dispersor, la 
dinimica est 6 dominada por reflexiones sobre las caras del cuadrado. La Figura 17(b) 
muestra una 6rbita representativa. Para esta situacihn, el tiempo de permanecia en 
la regi6n.de interaccibn crece entre dos colisiones con el centro dispersor, de acuerdo 
con el n6mero de reflexiones internas contra las paredes del cuadrado. Este hecho 
origina en la funci6n de tienlpos de retardo un fondo regular sobre el cual se monta 
la estructura caracteristica de las regiones hiperb6licas. La fig. 18 (b) corresponde a 
la situacicin descripta. El fondo regular puede ser analiticamente determinado y su 
origen resulta mas claro si se usa como modelo la versi6n extendida del sistema (Gas 
de Lorentz perihdico) en el cud, como vimos en el capitulo 3, las cirbitas peri6dicas 
parabhlicas corresponden a 10s corredores. Dedicaremos el resto de esta seccicin a la 
explicacicin y determinacicin del fondo regular en la funcicin de tiempos de retardo. 
Para nuestro anilisis consideremos que el proyectil tiene un parimetro de impacto p 
tal que entre la primera colisi6n con el centro dispersor y la iiltima, su dinkmica es 
no hiperb6lica (involucra Gnicamente refiexiones contra las paredes del cuadrado). La 
fig. 17 (a) muestra una 6rbita representativa de esta situacicin. Dado que la veloci- 
dad interna es constante (y su m6dulo es igual a I), el tiempo de permanencia en la 
regi6n de interaccihn serd directamente la longitud L de la trayectoria interna. Para 
evaluarla usaremos el niodelo del Gas de Lorentz peri6dico en el cual la longitud L se 
determina a partir del cociente entre el ancho del corredor 6 y el iingulo de desviacibn 
de la velocidad con respecto a la direccibn del corredor despuCs de la primera coli- 
sicin con el dispersor. Aqui calcularemos L para el corredor definido por v,/v, = f 1 
y 6 = (&/2 - 2R). Como primer paso determinaremos el punto (30, yo) donde el 
proyectil impacta el centro dispersor, como funci6n del p a r h e t r o  de impact0 p y el 
6ngulo de incidencia y; (ver Fig. 21). 
donde 
1 p - ~ / ~ ( c o s  yi - sin y i )  
2 sin yi 
Como segundo paso evaluamos el hgulo a,, que corresponde a la direccibn de la 
velocidad despuis del cheque, 
tan a, = I -2zoyo - (yo2 - x;)m 1 I (yi - 2;) - 2~oyom I ' 
Para finalizar, evaluamos la desviacibn de a, con respecto a la direccibn del canal. 
En este caso es (nl4 - a,). Para proyectiles dentro de 10s corredores, este hgulo es 
en general mucho nlenor que uno, por lo tanto 
1 - tan a, (n/4 - a,) = tan (n/4 - a,) = 
1 + tana,  ' 
con lo cual 
( a 2  - 2R)(1 + tan a&)) 
L(P)  = 1 - tan a,(p) (6-7) 
La figura 19 (a) muestra una parte de la funcibn de tiempos de retardo (obtenida de 
las silnulacionev nunliricas) correspondiente a parhetros  de illlpacto que co~iducen 
a una dintimica interna dominada por el subconjunto atrapado de 6rbita.s parabblicas 
definidas por v,/v, = 1. La fig. 19 (b) muestra el fondo regular obtenido en (6.7), 
evidenciindose la concordancia entre ambos resultados. Los valores de 10s parhetros  
considerados fueron R = 0.05, yd = 7r/4 y &/E = 20. 
6.2 La Dispersidn Ca6tica como un Proceso de 
Decaimient o. 
En el conlienzo del presente capitulo se hizo referencia a1 trabajo de Pikosky ([ll]), en 
el cual se nienciona que 10s procesos de decaimierito y dispersibn difieren tinicamente 
en el tip0 de co~idiciones iniciales con que se puebla el espacio de fases. En el prob- 
lema de decaimiento se asume que inicialmente el sistema es completamente ligado y 
el decairniento se produce a partir de una distribucibn estaclisticamente estacionaria 
(que nosotros llanlaremos distribuci6n de equilibrio) cuando se proporciona alglin 
rnecanismo que yermite el escape de particulas. 
En 10s procesos de dispersibn, la poblacibn inicial depende exclusivamente de las car- 
acteristicas del hax incidente. En todov 10s casos, el poser un haz de particulas con 
una dada energia hace que la distribucibn inicial estC localizada en una regibn del 
espacio de fases, generalmente en un subconjunto cuya dimensibn es menor que la 
dimensibn de la superficie de energia constante. 
De lo expuesto, se concluye que el formalismo empleado en el capitulo 2 para estable- 
cer la ley de decaimiento a partir del equilibrio, puede adaptarse convenientemente 
de forma de obtener la ley de decaimiento para 10s procesos de dispersibn. 
Conlenzaremos resumiendo 10s resultados obtenidos en el cap. 2, que permiten rela- 
cionar la ley de decaimiento con distribuciones caracteristicas de la dinimica interna: 
CAP.i'T ULO 6. LA DISPERSI~N CAOTICA NO HIPERB~LICA 
donde ~ ( s )  = L[Q(t)] es la Transformada de Laplace y 
N(t)/No es la fraccibn de particulas presente en el pozo a tieznpo t (o sea la ley de 
decaimiento) y 
la probabilidad de clue una particula abandone la regi6n de interacci6n despuis de 
una colisicin con el dispersor circular. 
Las distribuciones g,(t)dt y f,(t)dt son las defiliidas en el capitulo 2, correspondientes 
a una distribuci6n inicial de equilibrio y como ya vimos estin relacionadas por la 
condici6n (6.1 1) que aqui reiteramos 
Tambi6n se concluyci oportunarnente, que para distribuciones y , ( t )  con decrecilliiento 
exyonencial la ley de decaimiento es exponencial para todo tiempo. En caso de que 
y , ( t )  decrezca algebraica~nente, la ley de decaimiento cambia de exyonencial para 
tiempos cortos a algebraica para tiempos largos. 
Como ya mencionamos, para el estudio del problema de dispersi6n la funci6n y(t) es 
arbitraria, dependiendo del tipo de haz incidente. Para distinguirla de la del prob- 
lenla de decainliento a partir del equilibrio, la llamaremos g p ( t )  y consecuentenlente 
la relacibn (6.1 1 )  no se satisface mis. 
Para nuestro anilisis consideraremos un haz incidente uniforme, constituido por 
particulas puntuales con energia E y cuyas velocidades subtienden un hgulo y; con 
la direcci6n normal a la cara del cuadrado sobre la que inciden (ver para m& detalle 
fig. 20). Cosiderare~nos dentro del haz Gnicamente aquellas particulas que colisionan 
con el centro dispersor, ya que en caso contrario una dada condici6n inicial que pene- 
tra en el pozo, lo abandona por la cara opuesta (limina de caras paralelas). En tales 
condiciones el haz corresponde a una poblaci6n uniforme de particulas sobre un seg- 
mento de longitud 2Rl cosy, en la cara correspondiente del cuadrado, subtendiendo 
la direcci6n de la velocidad un (ingulo 
sin 7; yr = arcsin Jrn' 
La distribuci611 resulta~lte yp(t) es un pulso centrado en TO = (1/(2cos 7,) - nR/4) y 
de ancllo R(l + tan y, ). 
Por simplicidad, en lo que sigue ignoraremos 10s detalles de g,(t) ,  nlanteniendo sus 
caracteristicas relevantes (horizonte finito y localizacicjn temporal). En 10s resultados 
finales podremos inspeccionar la relevancia de esta aproximacicjn. Entonces consider- 
amos, 
Por otro lado, corno las colisiones con el centro dispersor son el mecanismo para 
alcanzar el equilibrio, asuminlos crudamente que despubs de cada colisi6n la funcicin de 
autocorrelaci6n de velocidades se hace cero, esto es hay pirdida estadistica de memoria 
sobre la poblacibn inicial. Por lo tanto, la distribucibn f (t) es la correspondiente a1 
equilibrio fe(t). Las hipbtesis anteriores implican que la versi6n modificada de (6.8) 
sea 
En lo que sigue calcularemos N(t)lNo a partir de (6.14) para el problema de dispersi6n 
en caso de que el conjunto atrapado contenga una tinica familia de 6rbitas peri6dicas 
parabblicas caracterizadas por I v, I / I v, (= 1. Esto corresponde a valores del radio 
R del dispersor tales que &/lo < R < d / 4 .  En este caso sabernos que (ver [28] 6 
capitulo 3), 
donde 
con p = 1.4776 y a! = 0.2741, 
siendo ((2) - Czzy l /n2. 




Q p ( s ) ' =  s 
w - (I - w)[l - exp (sTo)][exp (-sTo) + A(R) Cifi? exp (-nsTo)/n2] 
(6.19) 
que depende de R (a travks de TO, TO Y A(R)), E (a travks de w) y 7i (a travks 
de 7-0). Esta ultima dependencia aparece como una traslacicin temporal que resulta 
irrelevante para t >> TO. 
Enfatizamos que la expresicin (6.19) yueda univocamente deterrninada en cuanto a 
que no posee parimetros libres, debido a que hemos usado aquellos que obtuvimos 
en el capitulo 3 para el decaimiento a partir del equilibrio. 
Hemos calculado N(t)/No para R = 0.23, energia E = %/20 y cy; = 7r/4 nlediante 
simulaciones numhricas y efectuando la Transformada Inversa de Laplace en (6.19). 
Para las simulaciones numkricas consideramos inicialmente lo7 particulas uniforme- 
mente distribuidas en el segment0 de longitud 2R/  cos yT sobre la cara del cuadrado 
(ver fig. 20) y cuyas velocidades (de mcidulo uno) subtienden un ingulo 3;- con la 
direccicin normal a la cara dado por la expresicin (6.12). La fig. 22 muestra 10s resul- 
tados, pudidndose observar el ajuste satisfactorio entre ambos c~culos.  Para tiern- 
pos cortos el decaimiento es exponencial, estando este comportamiento relacionado 
con las condiciones iniciales que resultan asint6ticas a1 conjunto atrapado de brbitas 
~eribdicas hiperbblicas. El decaimiento algebraic0 a tiempos largos proviene de aque- 
llas condiciones iniciales que resultaron asint6ticas a las 6rbitas peri6dicas parabblicas. 
Los resultados numkricos predicen que el comportamiento de la cola algebraica del 
decai~niento para el problema de dispersi6n sea - l/tas con el exponente a, = 2. 
Teniendo en cuenta que la cola algebraica del decaimiento a partir de la poblaci6n de 
equilibrio es - 1 /tae con ore = 1 (ver capitulo 3), concluimos 
La relacibn anterior es idintica a la hallada en la Ref.[ll]. 
Para formalizar 10s resultados anteriores apelaremos a 10s crilculos tdricos efectuados 
en el capitulo 2 a partir de 10s cuales se obtuvo el comportamiento a tiempos largos 
de la ley de decaimiento a partir de la poblaci6n de equilibrio, 
Para obtener el comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento en 10s 
procesos de dispersi611, debemos considerar el tCrmino dominante en la expresibn 
(6.14) utilizando (6.13). Por lo tanto, antitransformando y usando la relaci6n (6.9) 
o b tenemos 
Si en esta hltirna relaci6n empleamos la igualdad (6.11), finalmente obtenemos 
verificindose la relaci6n (6.20). 
La diferencia entre 10s expouentes fue tarnbih observada y explicada en la Kef.[ll] 
para un sistema cuya dinhlica interna es completamente regular. 
Conclusiones 
En cl preseutc trahajo helnos estudiado las leyes ternpora1t.s de dccairl~icnto CIA uu 
sisterna transitorialnente ligado que 110 posee islas regulares de estabilidad en el es- 
pacio de fases. 
La primcra parte del trabajo se dedic6 a1 estudio del proceso dc decairniento a partir 
de una poblacibn de equilibria, en D = 2 dimensiones. 
Deniostranios la existencia de dos comportamie~tos bien de definidos y diferencia- 
dos en la ley de decainliento depe~ldicudo de 10s valores del par6metro de co~ltrol R. 
Ambos co~nportamientos estin separados por un valor critic0 R = R,. En un caso 
obtenemos una ley decaimiento puramente exponencial y Csto ocurre para R > R,, 
mientras que R < R, el decairniento exhibe una transici6n de exponencial a tiempos 
cortos a algebraic0 (- l l t )  para tiempos largos. 
Hemos relacionado la ley de decaimiento observada con propiedades de la diniimica 
interna utiliza~ido la hip6tesis ergddica de que las velocidades de las particulas que 
colisionan con el centro dispersor entre t y t + dt estin uniformemente orientadas 
a~ltes de cada colisi6n. Bajo esta hip6tesis hemos demost rado que distri buciones g(t ) 
cuyo decrecirniento es a1 menos exponencial (horizonte finito), lo cual implica que 
todas las particulas dentro del pozo colisionau con el centro dispersor en un tiempo 
finito, conducen a una ley de decai~niento puramente exponeucial. 
Por otra parte, cuando g ( t )  posee una cola algebraica para tiempos largos (lit?), la 
ley de decaimiento muestra inicialnlente un decaimiento exponencial que se trans- 
forma en algebraic0 para tiempos largos. 
En nuestro sistema, horizonte finito implica que linicamente estin permitidas en la 
regibn de movimieuto ligado brbitas peri6dicas que involucran al menos una colisibn 
con el centro dispersor. Estas brbitas son hiperbblicas, debido a las propiedades diver- 
gentes del obsticulo circular. Por lo tanto, una ley de decairniento puranlente expo- 
nencial corresponde a una regi6n de dinimica de billar completamente hiperbblica, es- 
tando conformado el conjunto invariante atrapado por las 6rbitas peribdicas hiperb6lica.s- 
Este conjunto invariante tiene medida de Lebesgue cero y dimensib fractal, siendo 
esta liltinla fiicil de calcular proyectando el cor~junto invariante en el espacio de nlo- 
lnentos y utilizando el formalismo encontrado en la referencia [5] y la Eq.(2.16) apli- 
cada a la circunferencia de radio unidad. 
Por otro lado, g ( t )  con horizonte infinito es compatible con la existencia de 6rbitas 
peribdicas que no colisionan con el centro dispersor. Estas coinciden con las brbitas 
peribdicas del problema integrable (en este caso el billar cuadrado) y resultan ser 
parabblicas, es decir levemente inestables pero no aisladis. Por lo tanto cuando 
estas cjrbitas e s t h  presentes, la regi6n de dinimica de billar no es completamente 
hiperbblica y el conjunto invariante atrapado posee un subconjunto parab6lico adem& 
del hiperbblico. 
A partir del estudio precedente concluimos que la distribuci6n g ( t )  para el Pozo Sinai 
cuyo centro dispersor tiene radio R, posee dos contribuciones. La primera corres- 
ponde a aquellas particulas cuyas condiciones iniciales resultan asintbticas a la zona 
hiperb6lica de la regi6n de billar. Modelamos esta contribucihn con una funci6n es- 
cal6n decreciente cuyo ancho To(R) estii dado por la teoria ergbdica. 
La segunda contribucibn corresponde a particulas cuyas condiciones iniciales son 
asintbticas a las Grbitas peribdicas parab6lica.s. Esta contribucibn debe ser nula para 
R > R,, y su influencia en la distribucibn total g ( t )  crece a medida que el radio R 
-- I I t -  
decrece, comenzando por R = R,,. Estos valores especiales de R corresponden al 
nliximo radio para el cual la 6rbita parab6lica i puede existir. Como consecuencia, 
modelamos esta corltribuci6n con una funci6n algebraica decreciente la cual es mul- 
tiplicada por una funcibn de peso que tiene en cuenta las consideraciones anteriores. 
De fornla de verificar nuestro ansatz, hemos considerado nuestro sistema para el caso 
en que esti  presente una linica farnilia de 6rbitas parabblicas, &to es R,, < R < Rcl. 
El ajuste entre la ley de decaimiento real y la que se obtiene a partir del estudio 
analitico propuesto resulta inmejorable. 
Como forma de verificar que nuestro anilisis nos permite extraer de la ley de de- 
cainliento observada informaci6n de la d inh ica  interna, hemos obtenido, a partir 
del ajuste, resultados consistentes con 10s que hallarnos a partir del estudio de las 
caracteristicas de la dinihica interna del problema completamente ligado, o sea del 
billar de Sinai. 
Otra parte fundamental del trabajo consisti6 en el estudio de 10s procesos de de- 
cainliento a partir del equilibrio para dimensiones mayores que dos [42]. 
La diferencia fundanlental entre el sistema D > 2-dimensional y el andlogo en dos 
dimensiones, es yue mds alli de ser ambos completamente ca6ticos, el primer0 posee 
un subconjunto invariante de 6rbitas peri6dica.s parab6licas para todo valor del radio 
R del dispersor. 
Lo anterior, conjuntamente con lo discutido hasta ahora, inlplica que para el sistema 
en D > 2, la ley de decaimiento resulta ser siempre algebraica para tiempos largos, 
contribuyendo a esta cola algebraica las condiciones iniciales asintciticas a las cirbitas 
peri6dicas parabblicas que existen en D dimensiones. 
El hecho de que el conjunto invariante posea 6rbitas parab6licas para todo valor del 
radio del centro dispersor es corroborado mediate el estudio de 10s correspondientes 
~or redor~s  en el Gas dt! Lorcwte Yeri6dico rnultidinlensio~ial. 
A partir de relacioilar la ley de decaimiento con propiedades de la dintimica interna 
Concl usiones 
tlerrlos ot>teuiclo clue el expouente de la cola algebraica (w lltb) es 6 = 1. Este valor 
resulta ser independiente del nlimero de dimensiones. 
El comportamiento de la ley de decaimiento para tiempos intermedios esti  relacionado 
con las condiciones iniciales asintbticas a 10s denominados corredores escondidos. 
Dichas condiciones iniciales contribuyen a la ley de decaimiento con una dependencia 
temporal del tip0 (l/tp), con 2 5 p < D. 
La independencia con la dinlensibn D del comportamiento global para tiempos largos 
de la ley de decaimiento concuerda con el resultado encontrado en la ref. [6]. En ese 
trabajo 10s autores investigan numiricamente el decaimiento en un billar cuadrado 
rnultidirnensional, permitiendo el escape de particulas a travis de una pequeiia ven- 
tana en una de las paredes de la caja. Las simulaciones son efectuadas para distintas 
dinlensiones D, obteniendo una ley de decaimiento algebraica (- l/t) para todas las 
dimensiones investigadas. Este resultado queda ahora justificado en virtud de que el 
conjunto invariante atrapado del sistema regular coincide con las brbitas peribdicas 
parabblicas de nuestro sistema. 
Otro fenbmeno que provee informacibn acerca de la dinimica interna a travis del 
estudio del movimiento asintbtico libre es el problema de dispersibn. 
En el presente trabajo hernos demostrado &mo la existencia de un subconjunto atra- 
pado de brbitas parab6licas modifica a la funci6n de tiempos de retardo en 10s proc~sos 
de dispersi6n ca6tica. El mencionado subconjunto da lugar, en la funci6n de tiempos 
de retardo, a un fondo regular sobre el cual se monta la estructura patrbn carac- 
teristica de 10s procesos hiperb6licos. 
Mediante un enfoque novedoso que permite estudiar a 10s procesos de dispersibn como 
procesos de decaimiento en 10s cuales se puebla una regibn particular del espacio de 
fases, hemos obtenido la ley de decaimiento para el problema de dispersibn en dos 
dimensiones. Para tal fin, fue necesario cambiar la distribucihn y ( t ) ,  correspondiente 
a una poblacibn de ecluilibrio, por una apropiada para describir 10s procesos de dis- 
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persicin. 
Hemos inostrado que la existencia del subconjunto parab6lico conduce, en el proble- 
ma de dispersicin, a urra ley algebraica de decaimiento para tiempos largos (- l/t2). 
El exponente caracteristico difiere en uno del correspondiente a1 decaimiento a partir 
de una poblacicin de equilibrio. 
Este hecho fue fundamentado estudiando el comportamiento a tiempos largos del de- 
caimiento a partir del equilibrio y del decaimiento a partir de una poblaci6n inicial 
proveniente del experiment0 de dispersi6n (ver final del Capitulo 6 ) .  Mientras el 
primer0 estS dominado por la pirdida de autocorrelaci6n en l a  velocidades de la dis- 
tribucibn inicial, el segundo estii dominado por la taza de variaci6n de dicha pkrdida. 
Para concluir es interesante resaltar que de acuerdo a lo estudiado en el Capitulo 2, las 
distribuciones de equili brio g, ( t  ) con horizonte fini to, isto es decrecimiento a1 menos 
exponencial, conducen a partir de la relaci6n (6.1 1) a distribuciones f , ( t )  tambikn con 
horizonte finito. Por lo tanto a partir de (6.14) se demuestra que la ley de decaimiento 
en el problema de dispersicin seri tambiin exponencial cuando R > &/4. 
Relaci6n entre g(t)  y f(t).  
Este ap6ndice estri dedicado a obtener la relacibn que se verifica entre las distribu- 
ciones y ( t )  y f ( t )  en sistemas como el Gas de Lorentz y el Billar de Sinai. 
Comenzaremos estudiando la distribucibn g(t )dt  para el caso de un Gnico dispersor 
circular innlerso en una distribucibn bidimensional de particulas libres, todas ellas 
con velocidades unitarias v uniformemente orientadas. La fracci6n de particulas que 
colisiona con el dispersor entre t  y t  +dt cuyas velocidades subtienden un Angulo u con 
la direccibn radial (euto es, la linea recta que pasa a travis del centro del dispersor y 
la particula considerada) es proportional a1 &ea I ( o ,  t )  de la corona circular de radio 
donde 
2 1/2 I(a, t) = vt cos u + (R2 - v2t2 sino ) . 
Por lo tanto, 
Para obtener g ( t )  debenlos integrar (A.l) sobre todos 10s valores posibles de cr para 
10s cuales pueda tener lugar la colisibn. 
En la exysesibn precedente, ul = arcsin R, J-] . luego de cilculos un poco I 
largos pero directos obtenemos 
Por lo tanto, la fraccibn de particulas que colisiona con el dispersor circular entre t y 
t + dt resulta ser independiente de t. Podemos interpretar esta propiedad a travis de 
un Inapa .que preserva el nlimero de particulas que colisiona: por cada particula que 
choca a1 tiempo t, extendiendo la direcci6n de su trayectoria hacia a t r h  un tiempo 
arbitrario St, e~lcoiltramos otra particula que colisionari en t + St. 
Ahora pasemos a considerar un sistema tip0 Gas de Lorentz, esto es un sistema de 
particulas puntuales igual que en el ejemplo anterior pero en este caso existen varios 
centros dispersores fijos en el plano. Para nuestro anilisis, elegimos arbitrariamente 
un centro dispersor (lo llamaremos dispersor prueba) y nos preguntamos acerca de 
la distribuci611 f (t)dt, o sea sobre la fracci6n de particulas que colisionarii con este 
dispersor entre t y t + dt, habiendo colisio~lado previamente con cualquiera de 10s 
otros centros. Comno veremos esta distribucibn estari muy relacionada con g(t). Si 
queremos repetir el anilisis anterior, veremos que la g(t) en este sistema se veri mnod- 
ificada por la presencia de 10s otros centros dispersores (ya no resultari independiente 
de t). 
Considelvnlos las particulas que colisionan con el dispersor de prueba en un tiempo 
t, la fraccibn correspo~ldiente a1 total de particulas serh g(t). Si extendemos sus 
trayectorias hacia atr& un tiempo dt vemos que existen dos posibilidades: 
La trayectoria prolongada cae en el mar de particulas y por lo tanto encontranlos 
una que colisionari con el dispersor marcado en t  + dt contribuyendo a g(t  + dt).  
La trayectoria prolongada penetra en un centro dispersor y por lo tanto no 
corresponde a una particula que colisione en t  + d t .  En este caso esta trayectoria 
no contribuye a y (t + d t ) .  
De las anteriores consideraciones podemos concluir que - ( g ( t  + d t )  - g ( t ) )  resulta ser 
proporcional a1 nurnero de particulas que colisionan con el dispersor prueba a tiempo 
t hahiendo sufrido una colisi6n previa con algcin otro dispersor. Formalizando, 
ds f ( t )  = -q-dt . dt 
La constante rl = l / y ( O )  se determina mediante la condicicin de normalizaci6n 
debido a que g(m) = 0 .  
Consecuentemente, el tiempo medio entre colisiones r resulta 
Este apkndice estci dedicado a la obtencicin de la expresibn explicita para la proba- 
bilidad de transicicin en el espacio de momentos UD empleada en el capitulo 4. Esta 
puede ser evaluada usando la teoria erg6dica como el cociente entre todas las orienta- 
ciones del momento clue pertenecen a la regi6n libre y todas las posibles orientaciones 
del momento. 
El espacio de nlornentos es una D esfera de radio unidad ya que I p' 1 es uno. Defi- 
namos dQ1;,(D) como el bgulo sblido subtendido por \Irr,,, donde !PI;, esti  dado 
por la expresibn (4.2) hallada en el capitulo 4 y Q(D)  como el ingulo scilido total en 
D dimensiones. Como se establecici en (4.3) 
por lo cual para calcular UD debemos conocer la expresicin explicita para Q ( D )  y 
dQ/irn ( D ) .  
Introduciendo las coordenadas para D dimesiones ( D  2 3) 
( r ,  4 0 1 ,  ...... t O D - 2 )  
con r = 1, 0 < 4 < 271. y 0 < 0; < T ,  i = 1, .... D - 2 podemos obtener la siguiente 
Empleando la igualdad conocida 1171 
y reemplaziindola en la expresibn (B.3), obtenemos 
De forma de obtener dql;,,(D) debemos integrar en las variables Or con i = 1, ... D - 3, 
entre 0 <.O; < 71. Y 0 < < \Zllim 
Luego de un ciilculo direct0 llegamos a 
y utilizando (4.3), (B.5) and (B.7) finalmente obtenemos 
Figuras correspondientes a 10s 
Capitulos 1 y 2. 
Fig u ras 
Region I 
VoGy>=-v, 
Figura 1: Particula con energia total E > 0 movikndose en el plano x - y . En el 
primer cuadrante el potencial es V = -% (regicin I) mientras que V = 0 en 10s otros 




Figura 2: Situaci6n aniiloga a la figura anterior, per0 en este case +i > dlim en A y 
B, por lo tanto la particula es reflejada permaneciendo en la regi6n 11. 
Figura 3: Espacio de momentos. El momento p'es un punto en la circunferencia de 
radio 1. Las longitudes de arco 2 t , L ~ ~ ~ ~  cercanas a 10s ejes p,, p, corresponden a las 
regiones libres (agujeros) mientras que el resto de la circunferencia corresponde a la 
regi6n de billar. 
Figuras 
Figura 4: Resultados numMcos del decairniento. El griifico log-log muestra la 
poblacibn N/No vs. t para diferentes valores del radio R del disperser circular 
( R = 0.499,0.48,0.45,0.4, R,, 0.3,0.27,0.25,0.1 ). La linea rayada corresponde a 
R, = &I4 y separa el decaimiento puralnente exponencial (a la izquierda) del expo- 
nencial con una cola algebraica para tiempos largos (a la derecha). 
Figuras 
Figura 5: Constante del decai~~liento exponencial A vs. R. Los puutos corresponden 
a 10s exponeates obtruidos a travGs del ~nejor ajuste exponencial a 10s resultados 
numkricos. Para H > H, hemos considerado toda la ley de decaimiento, mientras 
que para R < Rc, linicamente el tramo exponencial. La curva corresponde a 10s 
exponentes obtenidos a trav6s de la teoria ergbdica. 
Figuras correspondientes a 10s 
Capitulos 3 y 4. 
Figu ras 
Figura 6: El ~nejor ajuste lineal para log A vs. log (1 - deternlina /? = 1.4776 
y cr = 0.2741. 
Figura 7: Ley de Decaimiento nunlkrica (linea sdida) y ley obtenida utilizando la 
transformada inversa de Laplace de la expresibn (3.17) (linea rayada) con /3 = 1.4776 
y or = 0.2741 para cuatro valores de radio (R = 0.23,0.25,0.27,0.29). 
Figura 8: Superficie de Poincark reducida a una cara. La linea horizontal corresponde 
a f sin ~ l i m  que separa la regih libre de la de billar. Numerando 10s lados en sentido 
antihorario, 10s puntos en la regiQ I, corresponden a particulas que van a la cara 
i = 1,2,3,4 sin chocar con el dispersor circular. Los puntos en las regiones primadas 
I: corresponden a particulas que arriban a i pero chocando con el dispersor. Las 
pequefias regiones entre I; - I3 e I; - I3 son I;. 
Figura 9: Superficie de Poincark reducida a una cara. Las curvas aqui estin definidas 
de acuerdo a la cara de la cual la particula arriba. Lou puntos en Ai corresponden 
a particulas que arriban de i sin chocar con el dispersor, mientras que 10s puntos 
en A: correspo~lclen a particulas que llegan a i pero chocafido con el dispersor. Las 
pequerias regiones entre A; - A3 y Alp - A3 son A:. 
Figura 10: Area A2 n A4 y el subconjunto invariante correspondiente a la familia 
de 6rbitas parab6licas definidas por v,/v, = f .1  para R = 0.23. 
Figura 11: Transformaci6n del Area que permanece cerca del subconjunto invariante 
- 





1 1 1 I ,  111 ,  
100 
1 
1OOO 10000 1 OOOOO 
Figura 12: (a)Resultados num6ricos de G para D = 2,3,4. El gr%co log-log muestra 
G vs. t para radio R = 0.23 del dispersor circular. (b)La cola para tiempos largos 
conjuntamente con el mejor ajuste para G vs. t que resulta en un valor del exponente 
5 =  1 para D = 2 , 3 , 4 .  
Figuras 
Figura 13: (a)Resultados num~ricos de G para D = 2,3,4. El g r s c o  log-log muestra 
G vs. t para radio R = 0.4 del dispersor circular. (b)La cola para tiempos largos 
couju~jlllltamlente con el nlejor ajuste para G vs. t que resulta en un valor de1 exponente 
6 =  1 para D =3 ,4 .  
Figura 14: Resultados numkricos de G para D = 2,3,4. El grfico log-log muestra 
G vs. t para radio R = 0.4 del dispersor circular. La linea rayada corresponde a 
condiciones iniciales en todo el espacio de fases. La linea sdida resulta de no haber 
poblado ninghn corredor principal. La cola algebraica es originada por 10s corredores 
escondidos. El mejor ajuste es consistente con un exponente 6 = 2. 
Figura 15: Configuraci6.n Peribdica de centros dispersores en D = 3 dimensiones, para 
un valor constante de la coordenada z correspoudiente a cortar 10s cent ros dispersores 
esfbricos por sus centros. El corredor principal definido par vl/v2 = 1 y v3 cualquier 
valor consistente con I I= 1, es mostrado. El ancho del corredor es I ,  y el Angulo a 
(5 1/tq)  resulta proportional a1 nlimero de condiciones iniciales que colisionari, con 
alglin dispersor en un tiempo t > t*. 
Figuras correspondientes a 10s 
Fig u ras 
7T 
Figura 16: @ vs. b para el potencial V(z, y ) = x2y2 exp [- (x2 + y2)]. (a) para E > Em 
y (b) para E < E,n. (c)-(d) muestran amplificaciones de la escala horizontal b para 
' . 
el caso E < Ern nmstrado en (b). (extraida de [33]). . 
Figura 17: Dos 6rbitas en el experiment0 de dispersi6n: a) R > Rc. El conjunto 
invariante de Qbitas periaicas es completamente hiperbaico. La dinimica esti 
dominada por colisior~es con el disperser circular. b) R < Rc. El conjunto invari- 
ante iucluye subcorljuntos paraklicos. Por lo tanto puede haber movimieuto iuteruo 
caracterizado por reflexiones sobre las paredes del cuadrado. 
Figura 18: Logaritmo de la funci6n de tiempos de retardo Znr vs parhetro de im- 
pacto p correspondiente a conjunto atrapado a) completameute hiperb6lico b) Incluye 
subconjunto parabolico. 
Figura 19: a) Porci6n de la funcib de tiempos de retardo correspondiente a una 
regi6n de parinletros cle imnpacto tales que la dinimica imiterna esti dolninada por el 
subco~~junto parabblico de 6rbitas atrapadas v,/v, = 1 y (b) el fondo regular predicho 
por (6.7) (ver texto) para R = 0.05, yi = */4 y i/o/E = 20. 
Figura 20: Pozo de potencial de Sinai, el haz (flechas), la regi6n uniformemente 
yoblada por el haz (linea gruesa) y 10s abgulos yi, y, 
t'igura 21: Experime~tos de dispersi6n para la versi6n extendida del Pozo de Sinai. 
7i es el ingulo de incide~icia, p es el parimetro de impacto, (xu, yo) es el punto de 
colisi6n con el dispersor, a. es el iingulo entre la velocidacl despub del choque y el 
eje x. 
Figura 22: Poblaci6.n dentro del Pozo in N(t ) /Na  vs. In t. La linea rayada corre- 
sponde a1 cAlculo utilizando (6.19) mientras que la linea dlida corresponde a1 ciilculo 
num6rico. 
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